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1. Introduzione alla Meccanica Applicata alle Macchine

Macchina: sistema di organi disposti in modo da compiere sotto I’azione di forze convenientemente
applicate, lavoro di interesse industriale.

Macchine: (idrauliche, termiche, elettriche,...) utilizzano energie naturali trasformandole in lavoro
meccanico

Macchine opermzz no il lavoro meccanico prodotto da una motrice per trasformarlo in

lavoro ustrialmente utile (macchine utensili, per lavorazioni varie,

co préin(j)rl ).

La meccanica applicata ‘alle macchine studia cid che ¢ comune alle varie categorie di macchine a

prescindere dai &rat‘&ri specifici di ciascuna di esse.

Lo studio pb(;%esséfejfatt da un/punto di vista puramente cinematico astraendo dalle forze che

producono il movimento ojda un punto d1 Vlsta dinamico c0n31derand0 il moto come effetto delle

S

essere cons1derat1 rigidi, ma si usano anche
,/..) € flessibili (cinghie, funi,....). I vari membri

Coppia cinematica insieme di due elementi cine
contatto.

Coppie indipendenti coppie che permettono un movimento relativ solo grado di liberta.

Coppie combacianti coppie in contatto attraverso_porzioni di superfigi di area finita.

Sono possibili 3 soli tipi di coppie indipendenti e co tanti (dette coppie‘elementari):

1) Coppia prismatica: moto di traslazione (es: cilindro + pisto

2) Coppia rotoidale: moto di rotazione (es: cerniera)

3) Coppia elicoidale: moto elicoidale (es: vite + madrevite)
Uno dei due elementi della coppia pud essere costituito,anc che non puod essere
considerato rigido (ad es. una cinghia); la coppia cinematica si dice in questo caso non rigida. In
alcune coppie cinematiche il moto permesso ¢ assicurato soltan dalla forma geometrica degli
elementi che costituiscono la coppia (accoppiamento di forma); oto voluto ha soltanto le
forze che gli elementi cinematici si trasmettono e che hanno forza tale da mantenere in contatto gli
elementi stessi (accoppiamento di forza). Le ruote dentate costituisc n ese@o/' pico dicoppia
cinematica rigida non combaciante con accoppiamento di forza.

Una recente classificazione le distingue in coppie inferiori', ossia rigide ¢ .combacianti i
superiori.Si veda la Tabella 1 a riguardo.

1, appartenenti a membri diversi, fra loro in

' Alcuni autori chiamano coppie elementari quelle che qui sono chiamate inferiori (vd. Lezioni di Meccanica Applicata
alle macchine, Funaioli et al.)
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Gradi o Movimenti permessi
— . | Denominazione .. .
di coDDia Descrizione della coppia
liberta Rotazioni | traslazioni | elicoidali
R (inf)) 1 Coppia rotoidale
1 P (inf)) 1 Coppia prismatica
E(inf) 1 1 Coppia elicoidale
R Corpo di rivoluzione in guida
J Lo torica
5 C (i<& <\> 1 1 Coppia cilindrica
Ca 1 1 Cilindro entro scanalatura
1 Corpo di rivoluzione in guida
N elicoidale
S (inf) . Sfera entro sede sferica
S ) 1 \ Sfera con perno in sede cilindrica
3 ' A con scanalatura
Su 1 C.s. con scanalatura elicoidale
P: (inf) . 2 Piano su piano
Sc 3 Sfera in guida cilindrica
4 Se 3 1 Sfera in guida elicoidale
Ce 2 Cilindro su piano
5 Ss 3 T o2 Sfera su piano

con accoppiamento di forza.
Un sistema di membri collegati fra loro da coppie cinematiche costituisce una catena cinematica.
La catena si dice semplice se tutti i membri hanno una o due coppie cinematiche; si dice composta

applicate forze che assorbono lavoro dal sistema, si dicono cedenti ed il relativo lavoro.si dice
resistente. Le corrispondenti forze si denominano motrici e resistentis v

I membri di una macchina possono spesso essere considerati corpi rigidi & quindi il loro moto pud
essere studiato con le equazioni cardinali della dinamica del corpo rigido:

= = ~ centro di massa
R = Q = MaG A
) (C= oppure )

M =Ko =T (@) + DAL (@) punto solidale fisso

L’applicazione lineare I',:V — V ¢ detta omografia di inerzia rispetto al polo O, e¢ la matrice
associata a tale applicazione, rispetto ad una base ortonormale B:{f,], 12} dello spazio dei vettori

liberi 7, & il noto tensore di inerzia (relativo al polo O ed espresso in base B), € si indica con I,.
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Sia {0, X, y,z} il riferimento cartesiano, ottenuto applicando la base B in O:

L= [ *+2)pdV; I,= [ (xy)pdV;

Ixx _Ixy _Ixz Volume Volume
=1, 1, I, dove I,= [ (P+2)pdV; I.= [ (x2)pdV;
—I ) —I Volume Volume
’ L= [ &+y)pdv; I.= [ (y2)pdv;

Volume Volume

trasmette ad un altro vers
particolare importanza ai fini del funzionamento della macchina, hanno le forze di attrito, che sono
difficilmente Vgggb'li con’ esattezza. Si ricordi che due sistemi di forze S1 ed S2 si dicono
e ha lo stesso risultante e lo stesso momento risultante (ovviamente fissato un
unico polo peril calcolo d
rigido, si vede ¢ i i forze agenti su un rigido sono equivalenti, sono anche
i ibili ai fini del moto). Cid non ¢ vero in generale per un
corpo deformabile.
Se invece del passaggio: (date le forze = si tro& il moto, si vuole il passaggio: imposto il moto =

Per un corpo rigido si trova:

R" =-0 =-Ma,
M" ==K, =—{T(&)+ B AT (&)

E dunque le equazioni cardinali della dinamica si nella forma:

R"+R* =0
M +M: =0
formalmente analoga alle equazioni della statica! (Si parla di equilibrio dinamicq).
ATTENZIONE: I’equilibrio dinamico vale per ogni sistema ‘meccanico (non sole rigido), ossia in

ogni sistema meccanico I’insieme di forze costituito dalle forze d’interazione esterne e le forze
d’inerzia che si sviluppano per effetto del moto deve risu\tare\m insieme equilibrato.

Se in un meccanismo, ad un certo istante, sono assegnate le
condurre un analisi di equilibrio, come se la configurazione attuale fosse di equilibrio\statico,
avendo cura di applicare su di ogni membro rigido una forza fittizia~— applicata pel suo

centro di massa G) ed una coppia di momento —{FG(C?))+C?)/\FG(CT))}. ueste forze fittizie si

potranno considerare “normali” forze esterne (al membro, cosi come allainacching) a prescindere
dalla loro origine dinamica. Nel caso di rigidi piani che si muovono di moto piano, le forze di

. . . — . . . = \ 5. .
inerzia equivalgono a —Ma,, applicato in G ed una coppia —1,@, dove 1I,¢é il momento d’inerzia

del corpo rispetto all’asse baricentrico parallelo ad @ .
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S
Coppia prismatica (slitta guida) Coppia pristnatica ﬁ |
accoppiamento di forza iglif'o corsoio) < }
F& |
I
Coppia prismatica
pattino acco ppiaraento di forza
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a lubrificazione limite LN R s
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Coppla pristnatica
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Coppia prismatica
con contatto di rotolamento

Coppia prismatica o ppia prismatica
con contatto di rotolammento ( a sfere) con cortatto di rotolarento (& nalli)

Figura 1: Coppie prismatiche
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Coppia cilindrica - Coppia rotoidale
% Portante dipendente ; pottante
\
Coppia rotoidale
di spinta
Coppia rotoidale
[ gpinta
B}m
Coppia rotoidale
pottante indipendente
Figira 2. e rotoidali\

Coppia sferiche

g

Coppia sferiche
supporti os cillant

Figura 3: Coppie sferiche
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Coppie elicoidali, a lubrificazione idrostatica

Coppie clicoidali, con contatto di rotolamento (sfere) Coppie elicoidali, a attrito limite

Figura 4: Coppie em
1.2. Forze di attrito

1) Attrito di strisciamento fra superfici asciutte

2) Coppie cinematiche lubrificate

3) Lubrificazione limite

4) Contatto fra superfici asciutte soggette a logoramento
a) Perno di spinta

_—

<\
b) Pattino su superficie piatta \,, 7
c) Ceppo — puleggia \

5) Attrito di rotolamento
6) Lavori e rendimenti

1.2.1. Attrito di strisciamento fra superfici asciutte

A stretto rigore due superfici si dicono asciutte quando tra gli atomi e le molecole appartenenti alle
superfici in contatto non sono interposte molecole o atomi di altre sostanze; tali condizioni non sono

mai verificate in pratica nelle macchine.
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N v

7

ra 5: Attrito di strisciamento di un grave su un piano

Fi

fpo traslante a velocita relativa v, su un supporto: sia N la componente normale

Consideriamo u

strisciamento).
Posto ¢ =arctan /', ¢ immediato constatare che| questo ¢ I’angolo del quale ruota la reazione

vincolare reale, rispetto alla direzione ideale (ossia normale alla superficie di contatto).

Stato di Stato di gas Stato di
ad sorbiti contattnante

-1° strato facilmente asportabile.

AL = s -2% e 37 strato difficiimente asportabile

icrudito metanicn

Figura 6: Esempio di analisi cristallografica di-una materia

— Per 3 strati f dell’ordine di 0.1+0.3
— Per 2 strati f dell’ordine di 0.3 +0.6 (metalli diversi)
— Per 2 strati f dell’ordine di 0.8+ 2.0 (metalli uguali o che i roni solide)
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Figura 8: Dipendenza di f dalla t\é/ \

1.3. Coppie cinematiche lubrificate

studia i fenomeni che avvengono nelle coppie lubrificate.
Se gli elementi della coppia sono separati da uno strato continuo di lubrificante 1¥'cui spessore, pur
piccolo in senso assoluto, ¢ notevolmente maggiore della rugosita superficiale-degli elementi stessi
la lubrificazione si dice idrodinamica. Il carico che la coppia puo sopportare ¢ dovuto al campo di
pressione che si instaura all’interno del lubrificante; la pressione tuttavia non ¢ cosi grande (in
genere minore di SMPa) da provocare sensibili deformazioni delle superfici che delimitano il
lubrificante.
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Le perdite sono in questo caso in diretta dipendenza con le proprieta del fluido e in particolare con
la sua viscosita. Quando il campo di sovrapressione nasce in conseguenza del moto relativo degli
elementi cinematici della coppia, si parla di lubrificazione naturale, se invece esso ¢ ottenuto
alimentando il volume ripieno di lubrificante (meato) con un fluido messo in pressione con mezzi
esterni (pompa di alimentazione) si parla di lubrificazione idrostatica o forzata. In questo secondo
caso il moto relativo degli elementi cinematici puo anche essere nullo o avvenire con velocita molto
bassa. Nelle coppie cinematiche correttamente lubrificate, I'usura degli elementi cinematici ¢
pressoché nulla.
La lubrificazione si dice elastoidrodinamica quando le deformazioni degli elementi cinematici,
rispettoalle dimensioni del meato, sono sensibili. Essa interessa principalmente le coppie superiori

ad esempio negli ingranaggi e nelle camme: lo spessore minimo
1 0,1 ume la pressione varia da 0,5 a 3 GPa, in queste condizioni la
ressione nompuod essere trascurata.

ta essenzialmente\nelle tenute quando sono presenti guarnizioni in
0 spessore minimo del meato ¢ di circa 1 gm ed 1

Il secondo caso si pres
elastomero e nelle coppi

Sostanzialmente il problema:elastoidrodinamico differisce da quello idrodinamico perché la forma
i pressione. Per qualche cenno alla teoria

BOZZA 13
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N

N

T

) Lubrificazione idr

W

Coefficiente di attrito

ica
2)\ Lubrificazione elastoidrodinamica
3) ..

4) Superfici asciutte

ubrificazion:

_—
Figura 9: Valori medi del coefficiente dl>tt/n>m scala logaritmic

er varie condizioni di

1.4. Lubrificazione limite

Il lubrificante se di spessore molto sottile (centesimi

grandissime resistenze allo sch1acc1amento e minime allo scorri
epilamine hanno tuttavia spesso la caratteristica di ossidarsi alle

Fra queste sostanze si ricordano:
a) acidi grassi che hanno molecole polari ma si dissociano alle alte te

b) composti di P, S, Cl che formano epilamine per reazione chimica con la s
(composti E.P.) efficaci solo ad alte temperature

erficie metallica
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1.5. Contatto fra superfici asciutte soggette a logoramento

Conseguenza dell’attrito fra superficiasciutte € 1 nto,'che produce in genere una maggiore
levigatezza delle superfici e quindi una riduzione di f (rodaggio
ariata la propria forma si costruisce 1’altro

Quando interessa che uno dei due elementi manten
elemento di un materiale assai meno duro del pri

ato>sull’ elemento cinematico ¢ proporzionale al
elemento cinematico”.

Ipotesi di Reye : “ll volume di materiale asp
lavoro compiuto dalle forze d’attri

Questa ipotesi ¢ utilizzata per determinare la distribuzione della pressione\nella superficie di
contatto, una volta prevista 1’usura®.

1.5.1. Coppia rotoidale di spinta (Perno di spinta)

Si assume il solo perno usurato. Coerentemente a quanto affermato nella nota 2, 1’\elemento
cinematico del membro logorato sara sempre piano, e dunque il\materiale asportato avra‘sempre
altezza uniforme. —

? Lo strato usurato viene assunto tale che, anche durante il logoramento, la coppia mantenga un contatto della stessa
natura!!
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f = coefficiente di attrito(il contatto ¢ a secco\)*

r = raggio

I ¢ .
= — = — =pressione (inversamente proporzionale akraggio;
ror
c = costante da calcolare
Dall’equilibrio alla traslazione verticale ¢ possibi i uesta costante. Ci0 fatto,
applicando 1’eq. di equilibrio alla rotazione, si ca tl.valore della coppia necessaria a mantenere

in rotazione in moto uniforme il perno.

R, R,
eq. traslazione verticale : P = J. p2rrdr = 27ch- dr=c=
R R

R, Ry
eq.rotazione: M , = J- fp2rridr = 27zch. rdr = fe(R; —R}) =

R R

Frizione monodisco
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1.5.2. Coppia prismatica (Pattino su superficie piana)
Il pattino trasla sul piano ed ha dimensione a nella direzione di traslazione (lunghezza) e
dimensione b (profondita) nella direzione ortogonale. Sia x la coordinata longitudinale fissata sul
pattino.

— S

Coerentemente alla nota 2 il priﬁ) d’usura‘ha andamento lineare:

h= hx:h0[1+ ﬁj
a

Assunta la p funzione della sola coordinata x;” utilizziamo 1’ipotesi di Reye su di una porzione
rettangolare di contatto, a coordi i area infinitesima b-dx, avendo supposto una
traslazione relativa X.

equilibrare la forza P che preme i due corpi.

Eq. in dir. normale al piano d’appoggio:

2
Eq. dei momenti: Px, —I bp(x)xdx = ch. [x+mx jdxz c,
a

Dunque fissata la forza P, ¢ fissata la distribuzione di pressione; fissata la dis

\—

dunque il rapporto 4,/ h, .

porzione della superficie (si ha, cio¢, una riduzione della superficie di contatto).
E infine possibile calcolare la forza necessaria a mantenere in moto uniforme i

Eq. traslazione in direzione x: T= I:fpdx =fP

1.5.3. Ceppo — puleggia (tipico dei freni a ceppo e tamburo)

Il ceppo si accosta al tamburo, traslando in una direzione detta direzione di accostamento di una
quantita 4 permessa dall’usura del ceppo stesso.
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Puleggia

Direzione di
accostamento

Rd8hcos 9 =ces 3= p(F) =ccosd
%/_/

volumedimaterialeasportato 1,010 delle forzedi attrito
in rotazione relativaQ) :

La direzione di accostamento no

azioni radiali p, né con I’asse disimmetria del

Direzione di
accostamento

Retta di azione di I,

Bisettrice

\_——

Quest’ultimo ¢ preso come origine della coordinata angolare o.
Si vuole calcolare y, ossia I’angolo che individua la direzione della risultante dell€ azioni di

pressione. Per farlo basta osservare che y individua tale direzione se e solo se proieftando tutte le

azioni di pressione in direzione ortogonale a quest’ultima, si ottiene un valore nulld. In formule:
[ S .

j% psin(a—y)Rda = cRI25 cos(a—B)sin(a—y)da=0=>igy = tgﬂéi (A)
5 ) 0 +sino

(dunque la direzione delle azioni di pressione ¢ fissata una volta fissato 1’angolo d’abbracciamento e
la direzione di accostamento).
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Dr’altra parte, proiettando tutte le azioni di pressione sulla retta di angolo y, si deve trovare il valore
della risultante F,:

F,= [} peos(a-7)Rda=...= LR [5cos(p-y)ssinseos(p 7)) (B).

Dunque le azioni di pressione p(:$) =ccos$ equivalgono ad una forza diretta secondo I’angolo y
individuato tramite la r
Analogamente a
ricavare

ione (A), e di modulo determinato dalla relazione (B).

anto succedeva negli esempi precedenti, da considerazioni di equilibrio si pud

sta forza ed utilizzare la relazione (B) per trovare la costante ¢, e dunque la

ione di pres51

Calcoliamo la iﬁ::e% ale te alle azioni d’attrito: ¢ evidente che la loro risultante varra 7= fF, e
ogona

sara diretta ort ente alla direzione individuata dall’angolo y ; inoltre sara applicata ad una
tal

Si indichi con K la intersezione delle rette d’azione di 7' ed F), : € immediato notare che al variare di

passa sempre per un punto Py appa
OKPy ¢ invariante, valendo ¢ = arctan

. difatti I’angolo alla circonferenza
nghezza dell’arco sotteso OPy ,

ossia la posizione di Py.

Noto ¢, possiamo localizzare Py (evidentemente rimane la indeterminazio\ne u quale semipiano
contenga Py, ma il problema ¢ facilmente aggirabile sfruttando la conoscenza del senso di rotazione
della puleggia).
Infine preme sottolineare che la direzione di accostamento ¢ determinata dalla coppia con cui il
ceppo ¢ vincolato al telaio.
A) coppia prismatica: la direzione d’accostamento ¢ determinata dalla direzione della
traslazione permessa.
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B)coppia rotoidale: ogni atto di moto del ceppo si pud considerare la composizione di una
rotazione intorno al centro O della puleggia, inessenziale
all’accostamento, ed una traslazione (che determina la direzione d’accostamento) in direzione
ortogonale ad (O — O,), dove O; simboleggia il centro di rotazione del ceppo, difatti:
VP solidale al ceppo:dP =w,, dtAn(P-0)=o, dt~n(P-0)+ad,, dits(O-0,)

ceppo ceppo ceppo
C) ceppo flottante (ceppo incernierato ad una leva, a sua volta incernierata al telaio): si lascia al

lettore per esercizio (siutilizzi 1’equilibrio al ceppo, il punto Py, e la relazione tra ye ).

E[ﬂﬂ]ﬂ”ﬂ]}?distrit:)uzione dalle pressioni

b superficia di contatto

c=tz{carico assiale, lunghezza assiale ruota,
ragaio ruota, caratteristiche fisiche matseriali)

2¢

Nel caso di corpo perfettamente elastico il dia@@m%na delle pressioni €\comunque simmetrico e
dunque le azioni di pressione equivalgono comunqgue ad u ione nermale passante per il centro
della ruota.

superficie di contatto

c=fz{carico assiale, lunghezza assiale ruota,
raggio ruot, caratteristiche fisiche matariali)

2c

In realta, imposto il rotolamento, esistono diversi fattori (il principale ¢ la non perfetta elasticitd)
che fanno spostare in avanti nel senso del moto il centro delle pressioni, di una lunghezza u detto
parametro d’attrito volvente (0 <u < c).
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Dunque le azioni di pressione equivalgono ad R passante per il centro della ruota e coppia che si
oppone al rotolamento M, =R u .
I1 lavoro dissipato per unita di percorso ¢ :
dL, M dp M,ds M, Ru
ds ds ds r r 1

Definiamo coeff. d’attri

olvente o di rotolamento: f, = dL/ds _u

r

n

lvente ¢ praticamente lo stesso in condizioni statiche e cinetiche.

Nota: il ¢ iciente d’attrito

“{;

1.7.\ La

In un determmato intervallondi tempo la forza motrice compira un lavoro L,, la resistenza utile
assorbira un lavoro L, ¢ le resist \Essi soddisfano alla seguente equazione:

Se nell’intervallo di tempo [z‘o,t ] : E. funzionamento a regime assoluto.
Se invece il secondo membro di cui s ¢ una funzione T-periodica e
I’intervallo di tempo considerato corrispon i di regime periodico.
Data una macchina a regime, si definisce rendimento meccanico:
L
n=—
L

m

poiché L, # () sara sempre nn <1 .

m
Quando il rendimento di regime assoluto non ¢ invariante rispetto all’intervallo di tempo in cui i
lavori Vengono calcolati, ha senso definire il rendimento istanta

(1) = tt+dt] W,, (t) potenza assorbita da resistenza utile allW/

L wlrsit] Wm (t) potenza erogata da forza motrice all' 1staﬁate t 7
ed il rendimento medio:

thr(z)dr ]ln,-(r) W, (t)dr

_ A _ b
nmedio 4

J'Wm (t)dt }Wm (t)dt

fy )

3 Per la precisione, i vincoli ideali sviluppano reazioni che compiono lavoro virtuale nullo, quale che sia il sistema di
spostamenti virtuali applicati al sistema: ¢ noto che se il sistema ¢ a vincoli fissi, ogni spostamento reale pud essere
assunto come un particolare spostamento virtuale.
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N.B.: in pratica, a parte moti artificiosi di nessun interesse applicativo, un meccanismo ¢ a regime
assoluto, solamente quando lo ¢ ogni suo membro.

1.7.1. Meccanismi in serie ed in parallelo

Meccanismi in serie
Pit meccanismi si dicono in serie quando il cedente di ognuno ¢ il movente del successivo

P _P L=P ] ]
7 g=r 7 & G = 73 <

11 rendimento dell’ 1nter§/ e\g: e\
rn rl

ml

Meccanlsmu parallelo
Pit meccanismi*si dicong/disposti in parallelo quando il moto ¢ trasmesso da un movente a piu
meccanismi diversi 0 viene cemunicato dapitt meccanismi ad un solo cedente

Lm ??I Lr !

??Q—L#Q—p—lq—

??3 Lrn

Cerchiamo una espressione alternativa per il calcolo del rendi i €1 meccanismi ad 1
g.d.l, che tornera molto utile in fase applicativa: ammettiamo\sia nota la forza resistente utile
all’istante #: O, mentre della forza motrice P, sia nota la sola retfa d’azmne ¢ ovvio che il suo
modulo (e verso) ¢ determinato da considerazioni di equilibrio a configurazione
attuale del meccanismo vale:

() = W.(t) 0 v, €Os 9

’ W (t) Pv,cosd,
Se lo stesso atto di moto fosse compiuto senza perdite, determineremmo unvalore PyChe soddisfa:
Ry vpco88, =0 v,cos9,,
ma allora utilizzando quest’ultima relazione, la espressione precedente diviene:

P
(="
7,(1) 7
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1.7.3. Moto retrogrado

Consideriamo una macchina funzionante a regime, in cui ¢ assegnata la forza resistente , mentre
della forza motrice sia assegnata la sola retta d’azione: come noto il suo modulo P deriva da
considerazioni di equilibrio. Supponiamo invece che in quella stessa configurazione il moto stia
avvenendo in senso inverso, ossia O ¢ motrice, ¢ si determini ancora tramite considerazioni di
equilibrio il valore P'.

Il rendimento del meccanismo nel caso di moto invertito si chiama rendimento di moto retrogrado:
7= W (t) /P/’@IM_\R’VP cos$, P

cos$, P

(1) 9% cos F,
Qualora 1sult1 a‘macchina\non ammette moto retrogrado o, come si dice, la macchina ¢ ad
arresto spontane %a nel caso la/forza motrice cali di intensita la macchina non puo funzionare in
senso invertito.
N.B.: a ben guardarla, 1
rendimento di mo

ormula precedente suggerisce una maniera rapida per trovare il
i vedano gli esempi.

1.7.4. Relazione fra ne n'

-n_n
—— =-% ¢ dunque:
I q

approssimativamenter < 0.5,

Facendo I’equilibrio in direzione ortogonale a quella della reazione R, si ha(si pongd ¢ = arctg f):

Psen(,B+(p):Qsen(a+(o):P:Q%
e, nel caso ideale:

P _Qsen(a)

. Sen(ﬂ)
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b

T=p
sena  sen(f+¢) sena(senf-cosp+senp-cosf) 1+ fctgf
sen(a+¢) senf senf3(sena -cosp+senp-cosa) 1+ fciga

Il rendimento di moto retrogrado puod essere calcolato, dopo aver determinato P'. Si trovera che
allo stesso r1sultat0 51 poteva pervenire invertendo il rendimento di moto diretto e “cambiando

Si noti che, es€< ﬂ>a si ha che 7'<0< a<¢@. Il moto retrogrado ¢ possibile se o> ¢,
anche se per innescarlp dovra essere o > @, .

L’attrito radente fa si che | i incolo realizzato dalla coppia rotoidale passi tangente al
, 0ssia una 01rconfe enza concentrica al perno, di raggio:
\: PR, tanp=R

£ l Ov—
o TAT

tela

circolo d’attrito), alla forza resistente O assegnata ed a
retta d’azione.

Applicando ’equilibrio dei momenti intorno ad H, si co
passare per H. Dovendo essere anche tangente al circolo 'd’attrito, si hanno due possibili rette
d’applicazione per questa forza; come al solito 1’indeterminazi C
ideale ed osservando il senso di rotazione. La retta ¢ quella tratte
Con queste informazioni ¢ possibile chiudere il triangolo dei
graficamente.

Analiticamente, si ha:

eq. delle forze(utilizzando tr. Carnot): R = \/ P*+Q* -2PQcos 0
eq.dei momenti: Rp+ Qb= Pa

Si hanno due equazioni nelle due incognite R e P, e dunque con un po’ di manipolazioni algebriche
il sistema ¢ risolubile. Qui siamo interessati ad una soluzione semplificata:

Dall’equilibrio dei momenti ¢ possibile calcolare P in funzione di Q e R: P=(Qb+R p)/a. Non
commetteremo un grosso errore se valuteremo P sostituendo R, (modulo della reazione vincolare
nel caso ideale) ad R.
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R, =B} +0*~2R0cos8 = \/<Q—”)2 +0* -2
a

2
M:Q_b+£Q b—2+1—22C050
a a a a a

P, 1

Ob

a

b’ b
)QcosO =Q,|— +1-2—cosd
a a

dunque: P =

dacui =

1.10. to della coppia prismatica
RBE\ fRBU RAE‘\ fRAD
A rete . on

1
1
i

cos i cos(a+@)  cosf(cosa-cos

_cos(ﬂ—(p) cosa cosa(cosﬁ-COS(p
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1.11. Rendimento della coppia elicoidale

e

——— -

1

h
¥

Sia « I’inclinazione dell’elica® media (1’intersezione tra il filetto'ed il cilindro coassiale con la vite e
raggio r, ), sia ¢ I’angolo che le generatrici dell’elicoide formano con un piano normale all’asse

m

della vite e 4 sia il passo della vite. \
Ipotesi fondamentale: T// \.
a) Il carico Q ¢ assiale. — T
b) Le dimensioni assiali del filetto sono piccole, cosi da poter supporre gfa{istrib zione di
pressione uniforme lungo una generatrice. Pertanto ¢ lecito considerare, anziche forze per
unita di superficie, forze per unita di linea (elica media): p = dF/dl
Riferiamoci a rotazione della vite di un angolo 27 , in condizioni di regime.

Dal teorema delle forze vive:
L, =L+L, &M?2r=0h+L,

* Per definizione 1’elica ¢ una linea che si sviluppa su una superficie cilindrica e che taglia le sue generatrici con angolo
costante. Ogni punto del filetto, nel moto relativo vite-madrevite, descrive un elica. L’intersezione tra il filetto ed un
cilindro coassiale alla vite € un elica.
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. Oh+L
dacui M, =—F.
2
Per valutare L,, facciamo alcune considerazioni.
1
sl
5
&
! 27y,

1
e dunque: Mmz—[Qh+ . J:MWJ:@.
27 T
Calcoliamo il rendimento:
sina cosa
M,, 1 COSy cosa
m 1+— cliga

cosy

1_ ’
_ fltga con f' fcosa
I+ f'ctga cosy

Ponendo ¢’ =arctan f”
1-f't 1-tgo't t
n=tga- fg‘f‘:zga gplga __ 1gx
1ga+ f 1ga+1g@ ig(a+¢')

Con il noto procedimento ¢ immediato ricavare: 7’ =
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VY | Tangente elica media

T

\ | Creneratrice elicoidale |

Si noti che y ¢ determinatg una volta fissati a e &, difatti: si consideri un punto P sull’elica media,

[0059 0 —smS] (gen

_l
n,=[0 cosa sin a] (tangente)
n,=[cos B, cosf, cos y]T (azione di p.)

cosécos 5, —sind

=
N

0
imponendo: < n 0 < < cosacos f, +sina co
_2 2
=1

_3
Dalla prima Vale cos 5, =cosy tan 4, dalla seco = —cosy tan o ;\introducendo nella terza
si ha
cosy = (1 +1g’ 9+ z‘gzat)_l/2
Se & =0 (viti a filetto rettangolare) = o =y
Se $>0=yr>a.

Assegnati  f,$=>n=n(a), il cui grafico non ¢, in teoria,\ facilmente tracciabile poiché

__ tama dipende da « , anche tramite la dipendenza di\g' da « ... ma se « ¢ piceolo:
tan(a + ¢'(a))

tan@’ = f cosa/1+tan> 9+tan’ o = J1-sin’ asin’ 9 ~ f , € nqupu(‘) ssumere
cos ¢ cos

costante su « e immediatamente calcolabili poiché £, sono assegnati.

tana

A questo punto ¢ facile tracciare il diagramma di 77(a) = ————————¢ vedere che ha un massimo
tan(a + ')
7 go'
er g =———
P 4 2

Con la stessa ipotesi semplificativa ¢ immediato constatare che il diagramma di 7'(«) si ottiene da
quello di 77(«), “ritardandolo” di un angolo ¢'. Dal diagramma si nota che 7' <0 per a < ¢’ (vite
irreversibile), cosi come era immediato desumere dalla espressione generale di 7'.
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1.0°
(¢'=157)
0.8° -
0.6° ]
M } .
|
0.4°p—fme ) i~ —
t 1
T
ﬂ 20 : il —-': — - [
' BRI
F P}
} H

1.12. Cenni alla teoria della lubrifi

cagione
Le coppie cinematiche lubrificate sono coppie in cui viene di proposito interposto del fluido
opportuno tra gli elementi cinematiei

o ¥ 450 9Q°

¥

L// dimensione i direzone y
molte piccola

rispetto alle alire

A

T

B

b4
Consideriamo il moto di un fluido viscoso entro un volume (meato) in cui imensione € molto

minore delle altre due. Il volume ¢ dunque definito, istante\per istante, (visione Euleriana) da due
funzioni:

VB= VB (X,2) € Ya= Y4 (X,2). ?/
Le due superfici sono in moto rispetto al riferimento, e sono dunque definite su ogni punto
superfici le velocita: — 7
¢y =u,(x,2)0 +vy(x,2)] +wy(x, )k

c, :uA(x,z)7+vA(x,z)j+WA(x,z)I;
che sono assegnate. Si ipotizza:
e il fluido & di Newton-Stokes’, omogeneo, incomprimibile e con viscosita eostante.

> Un fluido si dice di Newton-Stokes se ¢ caratterizzato dalla seguente relazione tra sforzi Tjj € gradiente della velocita

¢ (Tj € la componente sull’asse di riferimento generico x; della tensione applicata alla faccetta fluida ortogonale all’asse

Xi): T, =—pb; + M(% +8—;) *gﬂ(v'g)@j' Si ricordi la definizione o, = {0 ((lz . J])) !
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e il moto ¢ supposto laminare (ipotesi generalmente accettata data la sottigliezza dello
spessore del meato e 1’elevata viscosita cinematica v=u/p - dove p ¢ la viscosita dinamica o

assoluta ¢ p & la densita - , che riducono il numero di Reynolds®).

Sono note dalla fluidodinamica le equazioni di governo del moto di un fluido di Newton-Stokes a
densita e viscosita costanti:

eq.continuita : V+(¢) =

@)

dove ¢ velocita, p la pressione, Feé il campo di forze di massa e v

—

l+— —I——k
I

mi Wi

I’operatore\y

Scriviamo le equazioni per omponenti:
(o2 Or, o

Ox 0Oy Oz
e semplificando dalla setonda,
gravitazionali - quelle di

atte, le forze di inerzia e — trascurando le forze

o Pu O
8x7uax2 oy’
2 2

el 0y 0V OV

In definitiva le equazioni di governo del moto'del
Ou Ov Ow

D& —+—+-—=0 )

Ox 0Oy Oz

el 2oy

loro ultima forma, per studiare alcuni casi particolari.

8 Per I’espressione si rimanda a testi specializzati, si sappia che fisicamente ¢ un numero che esprime il rapporto tra il
“peso ” delle forze di inerzia ed il “peso” delle forze d’attrito viscoso. La sua transizione verso elevati valori comporta il
passaggio da regime laminare a regime turbolento.
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1.12.1. Slitta cilindrica infinitamente lunga su superficie piana

I1 membro A ¢ solidale al riferimento oxyz e delimitato da una superficie cilindrica con le
generatrici ortogonali al foglio; per semplicita supponiamo A fisso, mentre il membro B, delimitato

da una superficie piana, trasla con velocita —Ui .

"y

-U

coordinata z. In particolare si ha p=
2
_ 14 14
Ou_ldp . 1dp

+ay+
3y ,udx 2,ud ) e

c,=-U
= =
¢ = v ta, “
h  2udx

dq, "

—x)=0&— f u(x,y)dy |=0. Dai calcoli emerge che:
x dx

h(x) h(x)
! y 1 dp|y*

= V) — h)+U(=—1)|dy =
q.(x) [u(xy)y f[z d( —yh) (h )]y |3
= q=——= Lyl %(m:—ii[#d_p]—gﬁ
12 dx 2 dx 12dx\ dx) 2 dx

Imponendo ’ultima espressione uguale a zero si trova:

7 fdivEdV:fE-ﬁdA
14

ov
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Li[iﬁ d_p] = —Uﬁ (é una forma particolare della equazione di Reynolds).
6p dx\  dx dx

Dunque si ha: i[}f@]:—@ﬁUﬁ = i13d—p:—6uUf—dx—|—cl = d_p:_6,uU+ oy

dxl dx dx dx dx PO

X

integrando® tra 0 e x:p(x)— p(0) =—6uU j%dx+clj%dx e sfruttando le condizioni al contorno
0 0

I dex
¢l t1 o h
p(0)=p,-p, =—6,L1Uj.h—2dx+clj.?dx=0:>cl = 6uU 4~
0 0 IT dx
h
0
%:_/
h
e - 7
Mp(x)-p, = —6,uUI?dx+ 6,uUh*IFdx
—~ 0 0
L
\g
&
h rappresenta fisicamente 1’altezza del meato corrispondente ad u stazionarieta (in

particolare un punto di massimo) delle pressioni: difatti

h
tale che h(x )=h".
Si puo dimostrare che il campo di sovrapressioni € ovunque positivo se %//é una

crescente. — /
Calcoliamo la risultante — per unita di profondita - delle sovrapressioni che‘agiscono su B:

P, =[(p(x)-p,) d

Ovviamente la forza risultante per unita di lunghezza che verra applicata — in\direzione verticale —
al membro A sara vettorialmente opposta alla P e con la stessa retta d’azione.
Determiniamo proprio la retta d’azione della Pp, individuando la sua eccentricita e rispetto alla

mezzeria:

¥Da un punto di vista di formalismo matematico, I’integrale andrebbe scritto utilizzando una variabile muta diversa da x,
visto che questo ¢ anche un estremo di integrazione...l’importante ¢ capirsi!!
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. a
PB(5—€]=jX(P(x)—Pa)dx

0
le azioni tangenziali agenti su B valgono:

J

ov
+ —
Ox -

T,

y=0 > Ty x

| Ou
o'uay

) e sostituendo 1’espressione di

x|,

Lot (2
Y7

Si hanno casi particolari
Consideriamo il caso i

h(x)=h, +h L,
]’ dx
m 2
O 11+ —x .
Wo=h 9 gy
f dx 2+m
3
o1+ x
a <N\

Calcoli altrettanto semplici permettono di trovare il valore della sovrapressione in ciascun punto del
meato. Successivamente possiamo determinare 1’intensita della portanza, la sua retta d’azione, la
resistenza dovuta agli attriti viscosi.

I risultati cui si perviene sono i seguenti:
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()= p. = 6MUG k(m, —) dove k(m, _)éfm[l_ﬁ](z_i_m)l[l_i_mi]
0 a a a
a) A1
P, =6pU h—OJ Y(m) dove ¢(m)—Wln(l+m)—m
a s 4 6
e G )

m2 6(m—+1)]In(1+m)—3m(m+2)
5 2m[(m +2) In(m +1) — 2m]
Si definisce\coe 01en e d’attrito f=T5/Pp e si trova che vale fﬂ/\(m) dove \(m) £ dim)

P, Jov(m)

Nella figura successiva, a/sinistra ¢ riportato I’andamento del fattore dimensionale k(m, x/a) in

e=as(m) dove e(m)

elevata la capacita portante e basso il coefficiente d’attrito. Si noti che in caso di facce piane

0,04 Aok y @
Sc 0,5— - - .o.ns-l 1,0
k
4F 0,4 \ . 0,04 0.8
\ a
3} 0,3 [ 0,03{0,6
2{ 0,2 0,02 0,4
TN \-""’
1} 8,1 :’ ~ ] 0,01]0,2
o I ot o ‘o
x/a 10 m

In alcuni casi applicativi lo schema sopra riportato deve esse ificato imponendo al pattino non
piu la possibilita di traslare in direzione ortogonale al p1an0 ttino ad inclinazione fissa), bensi la
possibilita di potersi orientare, ruotando attorno ad un punto fissg O, cosi come ev1den21z%9 in nella

figura sottostante (pattino oscillante).

0L
Per I’equilibrio dell’insieme meato-slitta, ¢ evidente che la linea d’azione della portanza dovra

passare per O. Fissare la retta d’azione vuol dire fissare 1’eccentricitda e dunque fissare e in

definitiva ¢ fissato m, e dunque sono fissati, per costruzione, anche tutti 1 parametri adimensionali
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sopra esposti, ed ¢ facile dedurre il comportamento della coppia lubrificata al variare delle
condizioni di impiego; ad esempio fissata ¢/ si ha una relazione tra 4y, a, Pg,p ed U. Tramite questa

relazione si puod verificare che 1’altezza 4 sia sempre maggiore di una data soglia (dipendente da
errori di planarita delle superfici delimitanti il meato e la loro rugosita), tale che sia evitato il
contatto diretto tra le asperita delle superfici stesse.

Si noti infine che il punto O non puo essere messo in mezzeria, poiché i diagrammi ci mostrano che
in tal caso la portanza ¢
E da rilevare, infife, che né

il pattino ad inclinazione fissa né il pattino ad inclinazione mobile
possono_essere utilizzati contemporaneamente nei due sensi di moto del membro B. Difatti se il
pattino‘¢ ad inclinaziong/ﬁ a, mentre in un senso di moto esso ¢ caratterizzato da profilo crescente,
nell’altro\ ¢ ca@e izzato profilo decrescente (ne seguirebbe un campo di sovrapressioni
negative!); se il pattino ¢ orientabile, mentre in un senso ¢ ad eccentricita positiva, nell’altro ¢ ad
eccentricita negativa(ne seguirebbe una portanza “negativa”!).

I1 caso “pattino.su superfigie” schematizza casi applicativi frequenti, come quelli rappresentati da
cuscinetti reggispi nclinazi a o variabile) riportati nella seguente figura.

Ovviamente ad essi non si pud applicare brutalmente la teoria sopra esposta, per I’evidente
insoddisfazione di ipotesi fonda i, prima tra tutte la infinitd profondita della coppia
cinematica. Esistono in letteratura tecnica dei coefficienti “correttivi” che permettono di estendere
la validita dei risultati ottenuti in precedenza alle coppie di larghezza finita.

Fino adesso abbiamo studiato il caso in cui una portanza nasce-in conseguengza del moto relativo tra
1 due membri (sostentazione fluidodinamica). Studiamo adesso un caso di\coppia lubrificata a
sostentazione fluidostatica (o forzata), in cui la capaci

esterna di lubrificante in pressione nel meato.
Cuscinetto reggispinta a lubrificazione forzata

Innanzitutto riscriviamo le equazioni (2) a pagina 28 in coordi ilindriche (7, 6, y):

Y

L
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2
»_ 0
2
or oy
0 _ - e e
P_0 dovec= Vo Lt vy Gt v,
ay — -~ -
velocita velocita velocita
radiale tangenziale assiale
1,2
r o6

1 spinta che ruota con velocita angolare w, e, come si vede dalla

sezion r1portata nell seg ente\ figura, porta all’estremita una parete piana, ortogonale all’asse
dell’albe 11 da ‘due yraggi\ R; ed R,. Attraverso un foro, viene inviato lubrificante sotto
pressione entro nZ@zzetto di raggio R; ricavato nell’estremita dell’albero. Il lubrificante viene
alimentato cen pressione ypy costante a mezzo di un circuito idraulico non visibile in figura.
Attraverso il foro di alimentazione di piccolo diametro, la pressione del lubrificante cade dal valore

Ppo, all’ingresso deéhforellirfo, al valerepyentro il pozzetto.

R
|
P
.
—
L
!
2
Considerazioni di simmetria assiale (p=p(7)) pé@ﬁn ; aayvf =0

_0 B  ha: _wr
v9|y:0— evg|y:h—a)r,51 a.vg——h V.

Dalla prima equazione abbiamo:

2
dv, _1dp_ ld_pjavr_lj_py+61(r,9)

o por udr @y udr
== Py () e (r6) T/
2u dr

Imponendo le condizioni al bordo (velocita radiale nulla per y= 0 e y=h), si dete@no acilmente
Cc] € Co.

Si ottiene:
v, =Ld—py(y—h)-

2u dr

Dobbiamo utilizzare ancora 1’equazione di continuita, che, come gia visto, esprime la conservazione
della massa. Per un fluido incomprimibile essa implica che la portata volumetrica entrante in un
certo volume di controllo deve eguagliare la portata uscente. Se prendiamo come volume di
controllo un cilindro coassiale al perno, dobbiamo imporre che la portata volumetrica uscente dalla
superficie laterale eguagli la portata Q entrante dal foro di adduzione.
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h h

~ = s T\ = T o= 1 dp wr dp 3

0= c-ndA= Vi +vy,)-ndA= vi -ndA=|v2xrdy =|——=y(y—h)2zxrdy =———-h
Su[;’.‘laL Su[;‘.‘lat.( ’ 9) Su;;[laL '([ '([2,Ll dr 6u dr

Da cui:
d, 6 6 ) 6 ..
_p:_—ﬂQ} = p(r) :——’U3Q Inr+C, ma p(r)=p, per r= Rydacui C=p, + ’U3Q InR,, per cui il
dr rh wh h

campo di sovrapressioni ha il seguente andamento:

p(r)—p, =

Si noti‘che questa 1‘613@ ¢ valida solo per » €/ R;, R»/, ma non per r €/ 0, R;/, perché dentro il

pozzetto non \@o o piu_alcune ‘ipotesi fondamentali. Dentro il pozzetto la pressione p; si puo
ritenere approssimativamente costante e, per continuita, uguale a p(R;) che ricavo dalla relazione di
cui sopra. In :

p(r)-p, =

R, R, T

Il carico P sopportabile dal perno, per effettc&el>h mpo di sovrapressioni, €:
R, R,
[(p(r)=p,)27rdr = (p, = p )2 R’ + [ (p(r) = b, )275dr = (p, = p,)

Rl

0

Per il calcolo del momento necessario a mantenere in moto uni i hpossono trascurare

e

ro 7w Ry —R!
T, = — L

R,
= = M= \|2xrr,rdr=pu—
H o H 7 1'!.1 0 H P 2

2. I problemi di statica

Con ‘problemi di statica’ si intende una serie di problemi legati alla indi iduaz(ijge/delle rze che
mantengono un determinato corpo o sistema di corpi rigidi nella loro posiziene di equilibrio. Alcuni
problemi possono consistere nella determinazione delle reazioni vincolari im’ un corpe’con 0 (zero)
gradi di liberta sottoposto a forze note (ma tali problemi saranno affrontati pit approfonditamente
nel corso di Scienza delle Costruzioni). La maggior parte dei problemi di meéccanica applicata
consistera invece nel determinare I’ampiezza di una forza (o di un momento), di cui € nota la retta
di applicazione, in maniera che 1’intero meccanismo, teoricamente labile (con almeno un grado di
liberta), possa trovarsi in condizioni di equilibrio.

Con ‘problemi di cinetostatica’ si intende invece indicare quella serie di problemi che richiedono
I’individuazione delle forze o momenti in grado di mantenere un determinato corpo o sistema di
corpi rigidi in moto con velocita costante. Se infatti la velocita rimane costante, ’accelerazione ¢
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nulla come le forze di inerzia, e le equazioni cardinali della statica e della dinamica vanno a
coincidere.

Per la risoluzione di tali problemi adotteremo esclusivamente la via grafica tenendo conto che una
forza puo essere considerata un vettore.

\

Dire I’intero meccanismo ¢ in equilibrio comporta che ogni singolo membro deve essere in

R°=0

M =0

Poiché verranno affrontati esclusivamente sistemi piani, le equazioni cardinali, una volta scelto un

adeguato sistema di riin\/i ento. con assi x € y sul piano del moto (e asse z normale ad esso), si
oni

riducono alle soleequazioni Scalari:
e cquilibri allajtras azione nella direzione x;

e equilibrio : raslazione pella direzione y;

e cquilibrio alla rotazjone (attorno alla direzione z) rispetto ad un polo generico.
Queste tre equazioni devoho es mporaneamente verificate affinché un corpo possa dirsi in
equilibrio. -
Vale la pena di ricordare’ che nel ca
propria direzione senza determy

equilibrio, per ciascun corpo devono valere le equazioni cardinali della statica

Poiché I’introduzione di tale “coppi
nei problemi che verranno affrontati i
direzione.

coppie ideali (prive di attrito).
Si ricorda infine che nei problemi di statica la

e se fosse sottoposto ad una unica forza diversa da zero, la prima equazione ‘cardinale

cardinale (equilibrio alla rotazione) sarebbe soddisfatta se con
momenti si scegliesse un qualsiasi punto non appartenete alla retta
e se fosse sottoposto ad un momento diverso da zero, la prima equazi
alla traslazione) sarebbe verificata, ma la seconda (equilibrio alla\rotazi
ovviamente soddisfatta.

e) non sarebbe
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Xy

| <\
N/
2.2. kg’po\rgido sottoposto a due forze
o0 1i

Se un corp ido ¢ sottoposto SOLO a due forze, condizione necessaria e sufficiente perché esso

sia in equilibrio & ituiscano una coppia di braccio nullo, le due forze devono

Ovviamente ¢ verificata la prima equazi
R=0 = Fi+F.=Fi+(-F)=0.

—e —0) —@) = -

M,=0 = M, +M, =FiAn(B-0)+F2A(B
e delle due forze, entrambe
le forze hanno rispetto ad esso momento nullo, essendo nullo il bracci due forze; se come
polo O si sceglie un punto non appartenente alla retta\di azi delle due forze, entrambe le forze
hanno rispetto tale polo il medesimo braccio b, forniscono momenti oppesti

Quindi se un corpo ¢ sottoposto a due sole forze:
e se si conosce completamente una delle due forze ( irezi e retta di

e retta di applicazione ma con verso opposto);
e se non si conosce nessuna delle due forze ma si conoscono i due punti Wazio € (siano
P, e P;) (situazione che accade spesso in corrispondenza selle coppig rotoidali), ¢’Chiaro che
la direzione e la retta di applicazione saranno facilmente identificabili nella retta che

contiene il segmento PP, .

2.3.  Corpo rigido sottoposto a due forze e un momento esterno

Se un corpo rigido ¢ sottoposto a due forze ed un momento esterno, condizione necessaria perché
sia soddisfatta la prima equazione cardinale della statica ¢ che le due forze costituiscano una

coppia:
R =0 = Fi+F, =F1+(—f1)=0
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Affinché sia soddisfatta la prima equazione cardinale della statica, il momento generato dalla coppia
(il cui di modulo sara pari al prodotto del modulo di una qualsiasi delle due forze per il braccio

indipendente dal polo O), dovra equilibrare il momento esterno M.
—2)

M'=0 = My +M, +M=FiA(B—-0)+F>A(P,—0)+M =0
e anche F, /\B+M=O con b = b;-b,, in modulo F; =F, =M/b

Anche cambiando la posizione del polo
poiché la loro risultante é nulla. i

In pratica si ha che se la prima equazione cardinale della statica é verificata e se si verifica la
seconda per un particolare polo O, allora la seconda equazione cardinale della statica sara

verificata anche rispetto ad ogni polo O’#0.
Quindi, per un sistema cosi sollecitato:
e Se si conosce completamente una forza (sia F;) e il moment moWavan subito
modulo direzione e verso dell’altra forza (sia F», che avra stessonmodulo e direzione ma
verso opposto). La retta di applicazione della seconda sara parallela a quella detla prima e a
distanza b pari al rapporto dei moduli del momento esterno e dell€ forze (b=M/F;). Tra le
due rette di azione che soddisfano tale condizione si sceglie quella che consente di realizzare
I’equilibrio alla rotazione del corpo.
e Se si conosce completamente momento esterno M, e siano noti i punti di applicazione delle
due forze unitamente alla direzione di una di loro il problema ¢ comunque facilmente
risolvibile. Dovendo le due forze essere equilibrate, allora dovranno costituire una coppia (e
quindi le due direzioni saranno le medesime). Conoscendo 1 due punti di applicazione, si

individuano quindi anche le rette di azione. Dalla conoscenza del momento M e del braccio
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b delle due rette di azione appena identificate si trova subito il modulo comune delle due
forze pari al rapporto tra momento applicato e braccio (F;=F,=M/b). Rimane da individuare
i versi delle due forze, ma questa ¢ una operazione molto semplice in quanto basta fare in
modo che la coppia generata dalle due forze sia opposta al momento applicato.

2.4. Corpo rigido sottoposto a tre forze

Se un corpo I‘lgldO ¢ sottoposto a tre forze condizione necessaria perché la risultante delle forze sia

anche condizione sufficiente se si ¢ gia verificata
forze devono essere incidenti in un unico punto’ O.

Infatti se tutte e tre le forze passano per lo stesso p etto ad esso hanno
tutte momento nullo per cui la seconda equazione eardi lla statica sarebbe banalmente
verificata.

Al contrario, se per assurdo le tre le forze non passassero per lo'stesso punto, basterebbe osservare
che rispetto al polo O’, punto di incontro tra le rette di applicazi di due forze (siano F; e F»), il
momento della terza forza (F) ¢ non nullo. Anche il momentori ispetto ad

%11 punto O pud essere anche improprio, nel qual caso si avrebbe che le tre forze sarebbero parallele, e il triangolo delle
forze degenererebbe in tre segmenti allineati sulla stessa retta.

BOZZA 41



Dispense di Fondamenti di Meccanica Applicata
Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica - Facolta di Ingegneria — Universita degli Studi di Firenze

0
7
e

1. deve dapprima essere in ‘
prolungano le rette di azione delle forze F; e F

I’equilibrio ai momenti anch

/’ P, /dir F,

(appl F5)
2. trovate le tre rette di azione ¢ necessario chiudere il triangolo delle forze:\Si parte
dalla forza nota F; e si trasla sul vertice la retta di azione diﬁ?{za (sia F») e

sull’origine la retta di azione dell’altra (sia F>). -
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I F
A
|
/-
ks i R,

che NON potra essere in
lla di sommare due delle

y
dir F2 ,’I ’

Anche in questo caso sono molti i casi applicativi in cui si potrebbe avere a che fare, e quindi non
verranno trattati tutti gli aspetti ad esso connessi, tuttavia un caso abbastanza ricorrente ¢ quello che
segue:

¢ Il momento M ¢ completamente noto;

e una forza (sia F;) ¢ completamente nota;

BOZ7ZA 43



Dispense di Fondamenti di Meccanica Applicata
Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica - Facolta di Ingegneria — Universita degli Studi di Firenze

e diuna forza (sia F) sia nota la retta di azione;
e dell’altra forza (sia F) sia nota la direzione.
In questo caso si prosegue come segue:
1. Poiché¢ le direzioni sono gia note ¢ sufficiente trovare i moduli, i versi e la retta di
azione della F;. Se la forza F; ¢ nota, allora per ’equilibrio alla traslazione la somma

(F,+F5) dovra fornire un vettore opposto alla F3 (ovvero anche Fi+F +F = 0). Calcolando

questo tr1ango le forze (si puo fare visto che si conoscono tutte le direzioni, € modulo e

M=b-F;

plicata la somma (F;+F>), le due forze
rza F; a dover equilibrare il momento
applicato M. Da questa osser b della forza F; e quindi la sua retta

di azione.

Tra 1 vari casi, sicuramente il piu ricorrente ¢ quello in cui:

'% Tale punto puo essere anche improprio, tale caso si verifica quando le rette sono tra loro parallele.
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e una forza (sia F;) ¢ completamente nota;
e delle altre forze (siano F», F; e F,) sia nota la retta di azione.

dir (F+F,)

braccio nullo, unendo i punti
due forze (F,+F,) e (F3+F4);

o F+F+(F3+F4)=0;
L] (F1+F2)+F3+F4ZO;
5. Si inizia dalla relazione F;+F,+(F3+F4)=0 ,
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2.7. La ruota nella locomozione

2.7.1. Ruota trascinata

Figura\l1: Ruota trascinata, a) caso ideale, b) caso reale.

Sulla ruota agiscono due sole forze:
o la reazione F,; che il veicolo 2 applica
passante per il punto C e 0 i
o laforza di contatto F.
Affinché un corpo, sotto 1’azione di
forze abbiano la stessa retta d’azione,

figura).

Fo1t

Figura 12: Componente normale e tangenziale della forza di contatto.
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La forza di contatto Fy; pud essere scomposta in una componente normale FOIn e una tangenziale

F,,
Foit. Se il rapporto tra le due componenti —— ¢ inferiore al coefficiente di attrito statico f; la ruota
0ln

rotola senza sulla strada, viceversa se —— Fou > f. laruota slitta.
0ln
Riassumendo:
F

01¢

E b)

Figura 13: Ruota motvi

Sulla ruota agiscono due forze e una coppia:
o lareazione F;; che il veicolo 2 applica alla ruota (corpo 1), nella coppia rotoidale con asse
passante per il punto C e ortogonale al piano dela figura;
o la forza di contatto Fo;;

o la coppia motrice C,,.
Anche in questo caso si possono fare le seguenti considerazioni per determinare le direzioni delle

due forze:
o La forza F,; in condizioni ideali passa per 1’asse di rotazione della coppia rotoidale, in
condizioni reali pero, a causa dell’attrito, sara tangente a una circonfer centroyin C e

raggio p =rsing (circolo d’attrito, r & il raggio del perno e ¢ 'a olon\é’;rito).

o La forza Fy, in condizioni ideali passa per il punto di contatto geometrico tra

in condizioni reali, a causa della non perfetta deformabilita dei materla i
applicazione sara spostato rispetto al punto di contatto geometrico
(parametro di attrito volvente).
Affinché la ruota sia in equilibrio ¢ necessario che sia verificata la seguente uguaglianza:

|Cm| = |F01 |b

ta e strada,
, 1l punto di
una quantitd o
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F, .
o se —“-> f laruota slitfa.

0ln

PR
iy
2 1
bl P
F21 : Fo1
S
i 0
Oyl le
a) : b)
Figura 15: Ruota frenata, a) caso i

Sulla ruota agiscono due forze e una coppia:

o la reazione Fy; che il veicolo 2 applica alla ruota (corpo 1),

passante per il punto C e ortogonale al piano della figura;

o la forza di contatto Fo;;

o lacoppia frenante C;.
Per definire le direzioni delle due forze si possono fare le stesse considerazioni, viste per la ruota
trainata e motrice. Affinché la ruota sia in equilibrio ¢ necessario che sia werificata la seguente
uguaglianza:

asse

\c f\ =|F, [»
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2.7.4. Esempio

Si consideri il veicolo riportato in figura 16. La ruota anteriore 1 ¢ trascinata, la ruota 2 ¢ motrice.
Sul veicolo ¢ applicata una forza normale Q e una forza tangenziale T, nel punto A del veicolo.
Sono assegnati per ciascuna delle ruote i raggi dei corrispondenti circoli d’attrito e il parametro
dell’attrito volvente. E’ possibile determinare facilmente la risultante R delle forze Q e T.

Direzione del moto

w

“
7R<Q u) 1

[ | 0

<F igura 16; Dati dell’esempio.
Si analizza 1’equilibrio del veico ¢ due rupte. Il sistema ¢ in equilibrio sotto 1’effetto di tre

forze: la forza R ¢ le due forze di contatto Fo; ¢ Fo,. La direzione della Fo; puo essere determinata,

yaN

Figura 17: Direzioni delle forzW/

Una volta determinate le tre direzioni ¢ possibile determinare i moduli llegme (figura 18).
Conoscendo il modulo della Fy, ¢ infine possibile determinare il modulo della coppia/motrice C,,
(figura 19):

|Cm| = |F02 |b
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01

R
Fo>
< \(\5
( j Foz \*
\ |
Figura 18: Calcolo delle forze di contatto.

o

A

Figura 19: Equilibrio della FMW/
2.7.5. Esercizio

La figura seguente rappresenta un motociclo in salita; ammettiamo tra curdgl’i rzia delle
ruote e del motociclista (tanto ¢ vero che ¢ trasparente...); sia M la>massa dél telaio del
motociclo, sia G il centro di massa del telaio ed a1’accelerazione del sistema.
Si determini, in maniera grafica, la coppia motrice che ¢ necessario il telaio
posteriore.

plichi alla ruota
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esterne:
— le orzegﬁdi\ ita equivalenti a Mg applicata in G;
— i\inerzia equivalenti a —Ma applicata in G.

o la forza Q applicata in G.
diviene “statico”.

Sul telaro, oltre alle for%e,;vinc ari ed alla reazione alla coppia motrice, agiranno le seguenti forze

Risolviamolo prima nel caso ideale, annullando le ‘cause di perdita (attrito radente cinetico, attrito
volvente) e non I’attrito adesivo che permette il rotolamento ruota-strada!\ Indichiamo con il pedice
t il complesso telaio-motociclista, p la ruota posteriore; a
Si noti che per I’equilibrio della ruota anteriore ¢ s ta d?azione delle Ry, € Ria

sistema complessivo (problema delle tre forze).
Successivamente ¢ facilmente risolubile 1’equilibrio della ruota posteriore, da cui si determina la
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complessivo, ricavare Ry, , € con
coppia motrice, evidentemente piu grand
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3. Centro di istantanea rotazione

Consideriamo il moto piano istantaneo di un corpo A individuato da una rotazione con velocita
angolare o attorno ad un asse ortogonale al piano del moto e dalla traslazione di un suo punto con
velocita Vp.

La velocita di un qualunque punto S del piano ¢ data dalla formula fondamentale dei moti rigidi:

Vs :I_/:P‘f‘g)/\(S—P

le a Vp condotta per P che ha velocita nulla, tale punto ¢ chiamato

centro<stantaneo di rotiziﬁ. rivendo la velocita di P rispetto a C si ha: Ve=wA (P-0)
' tr%é —

\
datada x

Figura 20: Utilitd\ﬁﬁatm di Istantanea Rotazione
Nota la velocita di punto P e il centro istantaneo\di i C ibile determinare la velocita di

qualsiasi punto del corpo M, vedi figura 20.

(traslazione orizzontale). W,
Pertanto tracciando le normali alle direzioni delle velocita indicate per i‘puntinA-e B, il
individua il centro di istantanea rotazione del moto relativo della biella intorno al telaio,
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c13/

""“\-._1 B|

ea rotazione della biella del manovellismo di spinta

7

\

ione del quadrilatero articolato

Consideriamo un quadrilatero drticolato come quello rappresentato sotto. Si tratta di un dispositivo
con 1 grado di liberta.

Figura 22:
I punti O; e O, sono i centri di rotazione delle aste 1 e 3. iistantanea rotazione
attorno al punto Cy4 che ¢ il centro di rotazione del membro 2 rispetto al membro 4 (telaio), lo si
trova semplicemente considerando che le traiettorie dei punti della biella sono ortogonali ad

0O;A e O;B. In moto analogo si puo determinare Cs; il centro embro 3

nel suo moto rispetto al membro 1.

A proposito dell'utilita della determinazione del punto Cs; si osserva che meg;eﬂ'f nto Cy4 , ha,
nell'istante considerato velocita nulla, nel punto Cs; la velocita relativa detume rle

o, -0, =0, -0,C,

da cui: 2= = 96,

a)l 03C31
Noto Cj; si pud determinare il rapporto tra le velocita angolari dei membri incernierati al telaio, tale
rapporto € positivo, cio¢ le velocita di rotazione sono concordi, se il centro di rotazione ¢ esterno al
segmento O,0,, mentre ¢ negativo, cio¢ le velocita sono discordi, se il centro di rotazione ¢ interno

al segmento 0,0,
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3.3. Centro di istantanea rotazione di due ruote dentate
Consideriamo un meccanismo formato da due ruote dentate.

di intersezione delle no
retta per O;0; con la no
In particolare risulta:

o, _0GC,
a)l 02C21
Anche in questo caso la conoscenza di C,; permette di determinare il rapporto tra le velocita
(rapporto di trasmissione), essendo pai Cy; inte 0,03z]e velocita angolari sono discordi.

! Si ricordi il teorema delle catene cinematiche)c
Nel moto piano di due corpi rigidi i e j indicando ‘con
C; : centro d’istantanea rotazione di i;
C; centro d’istantanea rotazione di j;

Cj; centro d’istantanea rotazione relativa di i rispetto
C; C; Cjj devono essere allineati (in caso contrario n

isulta utile per\lo studio dei moti rigidi piani :

¢ possibile
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4. Sistemi articolati

Un sistema articolato ¢ un meccanismo formato da un certo numero di membri (aste) collegati fra
loro da coppie elementari.
I sistemi articolati possono essere:
. piani: se gli assi di tutte le coppie sono paralleli fra loro.
. sferici: se gli asstdi tutte le coppie sono incidenti in punto.

ione attorno allasse della coppia che li collega al telaio, oppure
posto al telaio prende il nome di biella (BC).

C

possano compiere un’intera rot
compiano una corsa limitata ad un settore. Il/lato

A

Figura 24: Schema cin del quadrilatero urticolato

un moto rotatorio continuo
ilanciere=cedente).

Il quadrilatero articolato ¢ comunemente usato
(movente=manovella) in un moto rotatorio alternato
Regola di Grashof
Indicate con a e b le lunghezze dei lati maggiore e minore di un quadrila
degli altri due lati si calcolino le somme a+b e c+d.
se:
J a+b>c+d il quadrilatero ha solo bilanceri;
. a+b<c+d il quadrilatero ha:
o 2 bilanceri se funge da telaio il lato opposto al piu cotto; V
o 2 manovelle se funge da telaio un lato adiacente a quello piti co
. a+tb=c+d il quadrilatero diviene un parallelogrammo articolato e ha sempre due
manovelle.

c e d le lunghezze
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4.1.1. Studio cinematico del quadrilatero articolato

Dalla formula fondamentale dei moti rigidi poiché I’asta AB ruota intorno ad A, la velocita del
punto B risulta:
Vey=aon (B - A)
di modulo |ZB| —wBA
Per procedere nella risoluzione grafica utilizziamo\adesso la seguente convenzione:
ruotat¢ di 7z/2 nel senso del moto

! rappresentiamo le velocita a me

cosicché la velocita del punto'B ¢ rappresentata dal segmento orientato BA

Lo _(4-B)
@
I1 punto C ruota intorno al punto D, 1 iretta come CD
Inoltre tale velocita puo essere considerata anche come vettoriale tra la velocita del punto
B ¢ la velocita della biella intornoa B V. i pud quindi scrivere.
Ve Vi Ve

w w w

come riportato in figura 25:

Lo sy, Le—(as),
[0} [0}

Vo Vs Vi,
a w w ’
Vo Ve Vo,

b

0 0 o
La Vpg ha la direzione di PB, la Vpc ha la direzione del segmento-PC; indicando con T
I’intersezione tra la direzione PB e la parallela a PC condotta per S, vedi figura 26

hz(B—T); Q:(S—T); &=(A—T);
@ @ @
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L’accelerazione del punto C ¢ espri

n t
Ac=dgt+dc +tacg

D’altra parte 1’accelerazione di C si pud esprimer

n t
Ac=0acp Tacp

la componente normale ay,, ¢ nota e di intensita |a resentata\ graficamente dal

, A L :
segmento orientato WA = D’ la componente tangenziale ¢ perpendicolare.

A o

Figura 27: Quadrilatero articolato: accelerazione del punto C

! Le velocita e le accelerazioni trovate e rappresentate sono quelle convenzionali.

BOZZA 58



Dispense di Fondamenti di Meccanica Applicata
Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica - Facolta di Ingegneria — Universita degli Studi di Firenze

4.1.2. Applicazioni del quadrilatero articolato

il parallelogramma articolato, ovvero un quadrilatero articolato con le aste opposte di egual
lunghezza e sempre parallele tra loro.

““Figura28: ) BILANCIA

Per altri esempi:
http://www.math.unifl.it/archimede/archimede/curve/visita/quadrilateroarticotato-htrm—

http://digilander.libero.it/apuscio/quadrilaterol.htm
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4.2. Manovellismo di spinta

E un meccanismo composto da 4 membri (manovella, biella, corsoio, guida) collegati fra loro da 3
coppie rotoidale ed 1 coppia prismatica. Se la traiettoria rettilinea di P passa per O il manovellismo
si dice centrato, altrimenti si dice deviato.

Serve per trasformare il moto rotatorio uniforme della manovella in moto traslatorio alternato del
pistone (e viceversa!).
Per capire I’imp za di questo sistema articolato ¢ utile ricordare che i comuni motori alternativi
dei veic a due e quattro ruote sfruttano il cinematismo elementare biella-manovella

(monogilindrici, pluricv{::f ici; 2, 4 tempi). In questa applicazione si ha la trasformazione del moto
alternato\del pistong, do %llo oppio, in moto rotatorio dell’albero collegato alla manovella.

I componenti pgn?i%o il nome:

A = cilindro :

B = pistone
C =biella

D = manovella /—\

Piede di biella

/7

\
Figura 30: Schema del manovellismw
4.2.1. Analisi cinematica- via grafica

Il manovellismo pud essere considerato una derivazione del quadrilatero. articolato che

1 ottiene

Utilizzando quindi le stesse convenzioni, la velocita del punto, in  modulo

V,, =o-(M -0), ¢ rappresentata dal segmento orientato MO.

! N.B. Per tutta la successiva trattazione del manovellismo le velocita e le accelerazioni sono
quelle CONVENZIONALI:
La velocita di P puo essere espressa nella forma V, =V, +V ,,, poiché il pistone trasla, la velocita

Vp in direzione convenzionale ¢ ortogonale alla direzione del moto del pistone stesso.
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La velocita di P rispetto a M ha direzione parallela al segmento PM, dell’equazione vettoriale
quindi si conosce il vettore Vy; completamente, le direzioni di Vpy € di Vp, la risoluzione ¢ mostrato
in figura 31.

mmmmn

Manovellismo di spinta: velocitd di P

in modo del tutto amalogo uanto detto.per il quadrilatero articolato, si individua il punto di
intersezione tra le direzioni TM e TP e si risolvono graficamente le due sistema equazioni vettoriali.

7z

Figura 32:

percio la sola componente centripeta:
=—0’(M -0)

t n
Ap=a, tap, +apy,

La componente normale a,, ¢ nota, ha intensita

n —
QPM -

2

individua sulla biella il punto K tale che KM = iA]fl

, con verso centripeto da K a M.

Poiché il pistone trasla orizzontalmente, la sua accelerazione ¢ diretta | gomzion O, per
individuare il valore basta chiudere il poligono delle accelerazioni come mostrato in figura 33.
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n
aprm M

O
mm

////

ap

r : raggio di manovella; \
I: lunghezza della biella; \

—_—
PMS Sp
Figura 34: Schema cinematico peila determinazione anafitica della velocita del pistone
sp,=(r+l)+/lcosy—rcos¢p

poiché: /siny =rsing
indicando con A = §si ha: siny =A-sing

s, =[r(1—cos¢)+l(l—mﬂ

derivando rispetto al tempo si ottiene 1’espressione della velocita del pistone:

2 3 .
V=§=rwsint9+§a) A"2sin0cos 0 =rw sin<9+i sin 2

d 2 (1-4sin’ 9)5 2 (1- 27 sin’ 6r)l 7

Tenendo conto che il parametro N assume generalmente valori molto minori di 1 0.1 =
trascurare I’espressione A°sin® ¢ rispetto a 1, si ha quindi I’espressione sefaplificata’della velocita:

, S1 puo

V= ra)(sin6+%sin 29)

derivando di nuovo, si ottiene I’accelerazione semplificata
_d ’s _dv
S dr dr
che nel caso di moto uniforme si riduce a:

~ rw’ (cos 0+ A-cos 26?) + ra')(siné? + %sin 29]
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a=ro’(cosf+ A-cos20)

4.2.3. Esempi di applicazione del manovellismo di spinta

Figura 36: Punto GT 4 cilindro in
linea a quattro tempi

miscela comprassa

Figura 35: Motore ducati testa stretta
del 200

I.f

miscoda di ana/
catbuianie fie

aCCEnsione
o * ) .
gas di scanco o

miscela di eial

£b S| cabuame

b \ Wi Iresca < ;

a0 .

Figura 37: Motore monocilindrico 2 TEMPI

Le figure sono riportate a titolo di esempio di applicazione del cinematismo, e NON di
funzionamento dei motori
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4.3. Statica del quadrilatero articolato e manovellismo di spinta

Bisogna adesso considerare le forze applicate (interne, esterne) dalle quali non si puod prescindere
per determinare la soluzione costruttiva. Studiamo adesso 1’equilibrio dei singoli membri sia nel
caso ideale sia nel caso reale, prescindendo in entrambi i casi dalle forze di inerzia.

Supponiamo nota la geometria del sistema, nota la forza Q resistente e la direzione della P motrice
capace di equilibrare la Q, e il coefficiente d’attrito f nel caso reale.

ompletamente nota, la forza che il telaio
il punto d’applicazione, la forza che fa

del manovellismo di spinta, per le procedure si ri to e alle lezioni in aula.
! N.B. Dire che ogni membro ¢ in equilibr lere le equazioni cardinali
_[r°=0
della statica q
M=0

Si annulla il momento imponendo che le direzioni
annulla la risultante chiudendo il triangolo delle forze,
devono essere orientate nello stesso verso.

stesso punto, € si
tto che le frecce
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Figura 40: Risoluzione grafica del manovellismo di spinta
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5. Meccanismi con sagome e camme

La catena cinematica piu semplice che contenga coppie superiori ¢ formata da tre membri e da tre
coppie cinematiche; tali coppie cinematiche oltre a quella superiore possono essere ambedue
prismatiche, ambedue rotoidali, una prismatica e una rotoidale.

A A

punteria

\ bilanciere
74
sagoma W% K b) camma C)
. | . | . |
AWz AW A
a spigoln wivo a piattello a rotella
\
Figura 41: Schemi dei meccanismi: a) teria b)\camma-punteria c) camma-
bilancere
Questi meccanismi realizzano una determinata legge\ di o mediante il contatto fra superfici

caratteristiche diverse e si presta a una ben precisa soluzi
hanno la trasformazione di un moto (rotatorio o traslatorio)
(rotatorio o traslatorio) ALTERNO del membro cedente, che debba muoversi secondo

prestabilita. 7

5.1. Sagoma e punteria
Entrambi i membri (movente e cedente) hanno moto traslatorio.
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A

<

2

rispettivamente la

d
V=Wt
dx
supponendo V| costante,
dly _da,

G=NWa w=,

Esempi

a

: ) B A

Figura 43: Grandezze cinematiche per: sagoma con profilo rettilineo (a sinistra) e
profilo rettilineo con raccordi parabolici (a destra)

Se si suppone che la sagoma abbia profilo rettilineo, la velocita V, presenta due discontinuita una
all’inizio e una alla fine della corsa, in corrispondenza ci sono due picchi di accelerazione (urti).
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I1 piu semplice profili che non diano infiniti nel diagramma delle accelerazioni ¢ quello rettilineo
con raccordi parabolici,un profilo di questo tipo da luogo a delle discontinuita nel diagramma delle
accelerazioni che si traducono in infiniti nel diagramma di a2 che possono essere fonte di fenomeni
vibratori alle alte velocita.

Un tipo di profilo che non dia nessuna discontinuita in nessuno dei diagrammi corrisponde a una
funzione y(x) di ordine superiore, che perd ¢ piu complicato e quindi richiede lavorazioni piu
complicate e costose.

Le consideraz ﬁ u1 Ite si\riferiscono a una punteria a spigolo vivo, ma se la punteria ¢ a
rotellaoa't ta sferica cosa cambja? Niente; solo che le curve considerate costituiscono adesso la
traiettoria del ‘centro della , € il profilo effettivo della sagoma ¢ definito come inviluppo di
i1l centro sulla curva suddetta.

alzate, individuo il segmento MoNy, per
i avra y;=y(¢/;) a cui corrisponde il

Figura 44: Due configurazioni successive assunte dalla pun riaTg//m/oto relativo
rispetto alla camma

La velocita del punto M appartenente alla punteria puo essere vista come sgmma delld velocita di M

appartenente alla camma piu la velocita della punteria rispetto alla camma stessa;
Vi =V, Ve
Di V' si conosce la direzione, poiché la punteria trasla sulla guida, anche della Vpc si sa la
direzione infatti la camma vede la punteria strisciarle intorno e quindi la sua velocita sara sulla
tangente comune; il punto M della camma si muove di moto rigido intorno a O, quindi la sua
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velocita ¢ nota e vale m —wA (M —0), la risoluzione grafica della somma vettoriale ¢ riportata

in figura 45.

r O e perpendicolare all’asse della punteria (il cui
la tangente comune nel punto di contatto.

\

velocita relativa\ della camma e della punteria ¢ nulla, si ha:

Per le sue proprieta, in\C 1

7| woC

5.3. Camma e bilanciere

Sia il movente che il cedente hanno mot
Tale meccanismo puo essere studiato,graficame

camma-punteria.Si suppone nota la legge di moto del bilanciere

do del tutto analogo a quanto fatto per
= ,8(3), la distanza 0,0, ,e il
profilo del bilanciere.
Si considera la camma ferma e il bilanciere ¢he st muove su di €ssa con velocita angolare uguale e
contraria a quella della camma stessa (-m1), si individua il proftlo della camma come inviluppo

Figura 46: Schema cinematico equivalente al sistema camma-bilancere
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Rispetto al centro di istantanea rotazione, la cui individuazione ¢ analoga al caso precedente e viene

lasciata per esercizio allo studente, si ha O,Cw, = O,Cw, ¢ la velocita relativa nel punto di contatto

Vale:VM = (a)1 ia)z)C_M.

5.4. Impuntamento delle camme
Si ha il fenomeno dell’impuntamento quando il momento motore applicato alla camma non ¢

maniera da oppﬁi 1 moto. La punteria risulta essere un membro rigido sottoposto a quattro forze,
il punto K che setve per individuarg la risultante O+ R1 e R2 + Ro, deve essere a sinistra del punto
H, punto di incontro tra le|direzi
diretta in senso opposto, agirebbe cioé¢ da forza motrice.

perpendicolare alla tan@i\j‘o une, le reazioni dei collari (R; R,) sono inclinate dell’angolo ¢ in
0.

=

Figura 47:

Figura 48: Esempio di albero a camme
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Catntne
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Figura 4& %ndo delle valvole desmodromico (Ducati)
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6. Meccanismi con Organi Flessibili

6.1.

Generalita

Si dicono meccanismi ad organi flessibili quelli caratterizzati dall’uso di coppie cinematiche
costituite da un elemento flessibile (capace di resistere solo a sollecitazione di trazione) che si

svolge su un membro ri
rpossono.essere classificate in base al tipo di organo flessibile utilizzato:

Tipologi\a

=

Sez trasv.

Vista
long.

Funi

Utilizzate pjvalentemente per fissaggio/sollevamento carichi

™

Cinghie

Possibilita di collegare assi con interassi elevati. Non
neeessita recisione di montaggio.
Sonofendenzialmente- meno rumorose delle catene e se

lavgrano ad alta Velocite‘{*gffrono meno [ problemi di usura

tip ci invece-delle catene

lisce

Molto s1 nziose, hannp elevata flessibilita (raggi di pulegge
et dlto piu piccoli). Consentono con tenditori ausiliari la
trasmission assi sghembi. La massima coppia
trasm1sSlb11e ¢ limitata dall’ ttrlto tra puleggla e cmghla La

impedire lo scorri
non ¢ garantlto

0. Il sincronismo tra gli assi collegati

Tonde

Analoghe alle cinghie lisce sono utilizzate raramente in casi

particolari (assi particola

sghembi o piu assi s collegati
contemporaneamente

Trapezie

Meno flessibili delle singhtg lisce assicurano elevato
coefficiente d’attrito (elevate coppie trasmissi 11) con bassi
precarichi dei suppporti.

Poli-V

Soluzione di compromesso

I’ele ﬂesmbl ta delle
cinghie lisce e la grande capacita di carico di que ezie

dentate

Elevate coppie trasmissibili, garantisco incronismo degli
assi collegati R

Catene

Garantiscono il sincronismo tra gli assi collegati, ma sono
generalmente piu rumorose delle cinghi afflitte da
maggiori problemi di usura se funzionanti a velocita. Le
catene si prestano alla trasmissione di forge elevate con
ingombri ridotti.

Forza

Semplici, Robuste nella costruzione c¢’¢ una—mr
attenzione alla realizzazione di un elevata resistenza pity che
alla riduzione dell’attrito sui giunti e/o alla ottimizzazione
cinematica

gio1‘< e
N ' rr——rm |

Potenza

Maggiore cura nella realizzazione dei collegamenti tré\ie
maglie, riduzione degli attriti, ottimizzazione della forma per/
ottenere un inserzione sul dente della puleggia graduale e

silenziosa.
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6.2. Modellazione della non perfetta flessibilita delle cinghie
Nella realta nessun organo sia esso una cinghia, una fune o una catena risulta perfettamente
flessibile. In questo caso la flessione della cinghia richiede 1’utilizzo di una certa coppia.
Tale effetto puo essere imputabile a due diversi fenomeni:

e FElasticita: la cinghia presenta una certa resistenza alla flessione di natura elastica e quindi
dal punto di vista energetico reversibile.
Attrito/Isteresi/, Irreversibilita: Per effetto di attriti interni una parte consistente (anche la

ie equivalent(;zli\rgdot

e d&f ze motrici P g resistenti Q di una distanza fittizia (rispettivamente 0, € 0g).
Questo artificio consente di introdurre delle coppie equivalenti proporzionali alle forze P e Q che
permettono di rappresentare anche graficamente gli effetti sull’equilibrio statico del sistema
introdotti dalla‘non perfetta flessibilita degli organi. Per modellare I’attrito sulla coppia rotoidale

che fa da perno a o allo stesso modo un braccio fittizio p (raggio del circolo
di attrito). )

vPO

Oq

CASO IDEALE ATTRITO Q \

PREVALENTE
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6.3. Macchine per sollevamento carichi: carrucola fissa

CASO REALE
R (reazione vincolare) = P + O
CASOIDEALE: P-.r=() -r:>P=Q
r+0, +
EFFETTO ELASTICO )=Q-(r+8q+p):P=Qﬁ=Q~K
\ P
EFFETTO ATTRITO PREVALENTE: -(r+8 N p) —~P=0 (l”+8q +p) 0K
" (r=0,-p)

RENDIMENTO: T} = K =/fattore di perditatrairamidellacinghia
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6.4. Macchine per sollevamento carichi: carrucola mobile

K>1

(r+0,+p)

Q-(r+0,+p) :P:Q(Zr—ﬁp o)

esse. Una delle estremita della fune ¢ libera, e ad essa ¢
puo essere fissata alla parte mobile o a quella fissa.
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Para}\co se\mplice ) Paranco multiplo

La principale classificazione\dei paranchi li distingue tra paranchi a tiro diretto o invertito a seconda
se la forza motrice ¢€ rivolta verso ’alto (nelloStesso senso dello spostamento della parte mobile),
ovvero verso il basso.

6.5.1. Paranchi a tiro invertito

Per semplicita di comprensione del modello, gli schemi dei paranchi saranno del tipo riportato in
seguito, in cui le carrucole sembrano avere og il proprio asse\di rotazione. Tale schema non ¢
pero mai utilizzato nelle applicazioni pratiche nelle qualii la carrucole della parte mobile
hanno lo stesso asse, come pure quelle della\parte\ fissa (vedi fig | paranco multiplo, sopra a
destra). Gli schemi sono perd utili perché permettono di co %dz\ag meglio il principio di
funzionamento.

& & ] s 2 Q o 9\
S S | S R
TooiFa TalF.
! 1 ' } J {
9 T, 1A Ty | ) T iv % i I "‘_' Taut i"
.« o/ O . NN )
i
Uq{ ;:r ¥ ‘r
Fune sulla parte mobile Fune sulla parte fissa

Facendo riferimento al paranco con fune collegata alla parte mobile, imponendo le condizioni per
I’equilibrio verticale della parte mobile si ha:

I,+1,+T,+--+T,,=0.

Dalla espressione del rendimento delle singole carrucole si ottiene anche:
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L=KT,
T,=K-T =K*T,

T, =K"" -1,

Se ci si trovasse nel caso i
della fune, sarebbe K=1.

n
I1 rendimento del paranco ha quindi la forma
P K'-1
P nK"(K-1)

sostituire i parametri dipendenti dall’attri
(in 1/K). Si ottiene quindi:

P, K'-1 1 nK"(K -
77:—:—:)—:—
P nK"K-1) n K"

6.5.2. Paranchi a tiro diretto

$

e [l h Tect {Taer T
i N W

NS

Fune sulla parte mobile

1
e

Fune sulla parte fissa
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Facendo riferimento al paranco con fune collegata alla parte fissa, dall’equilibrio verticale della
parte mobile si ha:

O=1,+1,+T,+---+T _,+P.
Dalla espressione del rendimento delle carrucole si ottiene anche:

T,=K-T,
T, =

e quindi anche:
K"(K -1)
P=
Q Kn+1 _1

Se ci si trovasse nel caso ideale

®;= , quindi dalla precedente si ottiene (passando al limite):

I1 rendimento del paranco ha quindi la

P K" _1
T= P T+ DK (K =1)°
Il rendimento del moto retrogrado 7’, applican

(n+1)(K -1)
K(Kn+1 _1) .

ola esposta in precedenza risulta:

'

6.5.3. Paranco differenziale

E’ il classico parametro utilizzato dai macellai per sollevare i quarti di animali molto pesanti. E’ una

da una carrucola mobile disposte come nella figura riportata a segnito. L’elemento flessibile ¢ una

catena che ingrana con la carrucola fissa di diametro minore, S ita di denti per\evitare lo
slittamento della catena sulla puleggia stessa.
La forza motrice P viene applicata al ramo della catena uscente\dalla pu a fissa di raggio

maggiore. Tale ramo della catena rimane scarico finché non torna ad avvo em pul
di raggio inferiore.
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Tl + T 0= Q ;
ed € inoltre anche:

T,=KT, = Q=K-T,+T,=

1
T = .
‘ Q(K+1)’
K
TI_Q(K+1)'

Dall’equilibrio alla rotazione della carrucola fissa si ha inoltre:

I,-(R+6+p)=P-(R-0—-p)+T;-(R, -0 —

da cui:
T (R +6+p)—T,-(R, 5 - p)=P-(R,~5 - p) T//
L RS p) o (R=b-p) N
(R, —d-p) (R, —6-p)

e quindi:
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K -(R1+5+'0)—Q 1 ‘(R2—5—p):
(K+1) (R,-5-p) ~(K+1) (R,—-3-p)
0 Kua+5+p)_ug—5—pq
C(K+D) [ (R-6-p) (R -5-p)

P=0

|
T
9
k)
N——
=
[—
S,
ke
N——
It

(K +1)

pay

~_ 9
(K+))

R~ R, R,

Per conoscere la forza motrice in condizioni ideali basta imporre p=56=0; dalla precedente si ottiene
quindi:

0 R
R=%1-72|

2 R |
Se si trascura la differenza tra i ragei ellac cola fissa nei termini di attrito (R»/R;=1) e si
suppone:

o+
1+2 Pk,

R, ’

dalle precedenti si ottiene:

po 2 [Kz . R_J
(K +1) R
dalla quale si ottiene 1’espressione del rendimento:
O &
n_&_ 20 R (R, -R,) 1+
P 0 A K2 & 2R, K?— R&
(K +1) R, R,
Per quanto riguarda il moto retrogrado si ha: T//
1R 1- K? R,y o 7
n'= 2R, K’ R, _ 2R, R,
(RI_RZ) 1+i (Rl_Rz)K(K"‘l)'
K

Dalla precedente si osserva che risulta 77'<0 se:

K2&>1_

1

BOZZA 80



Dispense di Fondamenti di Meccanica Applicata
Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica - Facolta di Ingegneria — Universita degli Studi di Firenze

Se il rendimento del moto inverso 7’ € negativo significa che tale moto non ¢ possibile; si conclude
quindi che se vale la precedente relazione la macchina ¢ ad arresto spontaneo (¢ questo ¢ di grande
aiuto nel caso del macellaio).

6.5.4. Macchine per sollevamento carichi: altre applicazioni

Tra le macchine per il sollevamento esistono macchine pit 0 meno semplici che vengono utilizzate
sia nell’industria (industria edile, acciaierie, industria pesante in genere, ecc...), sia macchine di uso
assal piu comune,-eome gli\ascensori. Anche per tali macchine, di cui qui a seguito sono riportati
alcuni schemi, sarebbe possibile calcolare sia il rendimento che la riduzione dello sforzo per il
ento del cartha ia non si ritiene utile in questa sede approfondire ulteriormente

LA R

Verricello differenziale

H 5 _gi}[ - f#.’\

®

SN
T\

e

|
-

k-

Ascensori: con verricello in basso (a sinistra) e con verricello in alto’(a destra)

6.6. Pulegge collegate tramite organi flessibili

Si ritenga valida I’ipotesi che 1’organo flessibile si avvolga sulle pulegge senza scorrere.
Tale ipotesi risulta automaticamente nel caso di catene e cinghie dentate.
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Se invece la trasmissione del moto (es. cinghie lisce) avviene per attrito si suppone che la coppia da
trasmettere sia tale da non provocare lo scorrimento delle cinghie sulle pulegge.
1l rapporto di trasmissione risulta quindi:

o R,
R =0,R=>—=—

ATTENZIONE: Per cinghie e caténe dentate 1 raggi R1 ed R2 non possono avere valori arbitrari ma
devono essere necessariamente (dei multipli

6.6.1. Equilibrio Statico

Si impone 1’equilibrio alla rotazione delle ci
(Caso Ideale)
Siano T, e T, le tensioni dei due rami de I’equilibrio alla rotazione si ottiene:
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6.6.2. Trasmissioni con cinghie piane (archi di aderenza e scorrimento)

La tensione della cinghia durante il contatto con
la puleggia varia da T; a T, (la tensione sulle
cinghie varia necessariamente per equilibrare le
coppie sulle pulegge).

Tale variazione della tensione delle cinghie tra i
due rami ¢ riconducibile nelle cinghie lisce alle
forze di attrito tangenziali scambiate con la
superficie della puleggia.

Per effetto della geometria della trasmissione
(interasse e diametro delle due pulegge) la
cinghia abbraccia la puleggia su un arco detto di
“abbracciamento” “a .

Si prenda in esame un elemento infinitesimo
della cinghia di ampiezza “da ™ .

Il tiro della cinghia “7” lungo I’elemento
infinitesimo varia di un “d7” che risulta
facilmente calcolabile:

(T+dT)cos(d%)—Tcos(d%)= fdN

quilibrio\ dell’elemento di cinghia in
one-normaite

!
Dove “dF "¢ la forza centrifuga che agisce sulla cin
2

dN =Tda —dF = Tda — g2 rda =T'da
r

q = densita lineare della cinghia

v =velocita della cinghia

r =raggiodella puleggia

Poiché la forza centrifuga ¢ indipendente dall’arco di abbraccianiento (g, v ed » costanti) s
dT' =dT per cui risulta lecito scrivere:

T . — 7
ar’ :ﬂ"’a’a:logﬁ:fa:]]’ =T/e'™

2
La tensione non puo variare seguendo questa legge per tutto 1’arco di abbracciamentoperché se cosi
fosse si otterrebbero valori di 7; ¢ 7> non coerenti con I’equilibrio alla rotazione detle pulegge.
La tensione varia quindi con la sopra-citata legge esponenziale lungo arco f detto “di

scorrimento” e rimane costante lungo il restante angolo y detto “di aderenza’.

L’aderenza si manifesta “sempre” sul lato entrante della cinghia (cui corrispondono evidentemente i
tiri piu elevati e quindi le forze normali scambiate con la puleggia piu elevate).
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Evidentemente al crescere della coppia trasmessa cresce 1’ampiezza dell’arco di scorrimento
rispetto a quello di aderenza. Quindi la massima coppia trasmissibile sara quella per cui ’arco di
scorrimento diventa pari a quello di abbracciamento.

Dal punto di vista matematico questo concetto puo essere espresso calcolando il valore dell’arco di
scorrimento al variare della coppia trasmessa M:

Tl[ _ % fbfﬂ
M=(T,-T,)r= T/ (e” ~1)e" = roer -l
R
? roe’ -1
Le relazioni sopra n sono sufficienti a determinare f che evidentemente dipende anche
dal precarico to ad-eggni ramo della cinghia.

ottiene:
imposizionediuguaglianza allungamenti
/ T; — T;) =] T(') — Tz
ES ES

M e’ +1

2
=———+qV
O 2relf 1 1

6.7. Calcolo del coefficiente a

Le cinghie con sezione trapezia richiedon:
scanalatura opportuna che funge da guida.
Il contatto avviene lungo i fianchi inclinati del
modo il coefficiente di attrito equivalente risulta:
1
S

S siny

In questo modo risulta trasmettere coppie molto elevate anch
con precarichi relativamente modesti della cinghia per\cui
risulta i1 Ty viene scelto in modo che risulti verificato \il

o M
seguente criterio: 7, = —

6.8. Rendimento della trasmissione

Le principali perdite delle trasmissioni a cinghia sono riconducibili essenzialmente ai seguenti
fenomeni:
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o Ventilazione: le cinghie si muovono ad alta velocitd trascinando con se dell’aria; le
maggiori perdite di ventilazione si hanno per effetto dell’aria che viene trascinata dalla
cinghia in prossimita delle pulegge.

e Attrito sui Perni: 1 forti precarichi delle cinghie inducono sui cuscinetti delle pulegge forti
reazioni vincolari e quindi perdite per attrito. E’ possibile ridurre il precarico T, fino a valori

estremamente bassi (0.65—) utilizzando galoppini tenditori o speciali spray “adhesion
r

improver” che tuttavia riducono la vita utile della cinghia ed aumentano le perdite dovute
lasticita/rigidezza\della cinghia.
lasticita/Rigidezza: le cinghie reali non sono perfettamente inestensibili e flessibili; la

certa quota di lavoro viene dissipata durante 1’avvolgimento/svolgimento della cinghia sulla

puleggia.
Il rendimento di.una trasmissione a cinghia puo raggiungere in condizioni particolari il 95%.
Si sconsigliano rapperti 1ssioni giori di 6 per ogni stadio di pulegge collegate.

Le massime velocita periferiche ammesse sono nell’ordine dei 50 m/s.
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7. RUOTE DENTATE

7.1. TRASMISSIONE DEL MOTO FRA ASSI PARALLELI

Si considerino due assi tra loro paralleli (r e r’ in figura 50) e due corpi rigidi che ruotano attorno a
tali assi con velocita angolari @ e @’, facciamo inoltre 1’ipotesi che le due velocita angolari siano fra
loro discordi.

o+

rapporto tra le due velocita angolari sia costante, ovvero:

@
— = COS/.
@

Per ottenere il moto relativo dell’asse r’ rispetto all’asse T,

—mpri o il sistema una
rotazione -@. Si otterra cosi ancora una rotazione di intensita 03+Wal loare
r’ ma passante per un punto C, tale da garantire la condizione: — 7

0-0C=0-0C

moltiplicando ambo 1 membri per (O’C/m) si ottiene:

=
@
avendo sfruttato I’ipotesi fatta in precedenza. Dal momento che la distanza OO’ si mantiene

costante durante il moto ed ¢ costante il rapporto tra i segmenti OC e O’C allora si puo scrivere che:
OC = cost

O'C = cost
Allora le due polari sono date da due cilindri circolari di assir e r’ e di raggi OC e O’C.

=——=2C0S!
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7.2. RUOTE DI FRIZIONE

A

& Figura 51 Ruote di Frizione

Se ci riportiamo su di un piano ale alla direzione di  , le due polari del moto possono
essere rappresentate per mezzo di due circonférenze tangenti nel punto C (centro d’istantanea
rotazione). Materializzando tali ci possiamo ricavare un primo esempio di trasmissione
tra assi paralleli in cui 1 due membri hanno un moto dato da un rotolamento puro. Questo
tipo di trasmissione prende il nome di“ruote-di frizione quest’ipotesi, riferendoci alla figura
51, A sia la polare fissa (base) coincidente con la ruota i sia il raggio di A , la ruota motrice

la polare mobile (rulletta) coincidente con\la ruata ce ia #l raggio di A’ , la ruota motrice
abbia una velocita di rotazione pari a ®’ ed. i ia anch’esso diretto in senso
antiorario.

Essendo il moto relativo un rotolamento puro n i : isciamento tra i due membri,
questo implica che le velocita periferiche nel punto<di dovranno.avere uguale intensita,
OVVero:

R-o'=R
Definiamo poi il rapporto di trasmissione tra le due ruote co elocita angolare

@
Sfruttando la condizione di non strisciamento tra le ruote si puo W
R ﬁ

TR
ovvero il rapporto di trasmissione puod essere espresso utilizzando solo parametri geometrici delle
ruote di frizione.

Analizziamo adesso la coppia nel caso ideale.
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A

Figura 52: Forze agenti sulle ruote di frizione nel caso ideale
Riferendoci allo schema in figura 52 si puo gcrivere:

dove h € un definito come:

Eliminando AN si giunge all’espressi

trasmissione per il momento resistente.
L’assunzione che il moto relativo sia dato da 0 una semplificazione, in
i contatto, deformazioni
dovute alla pressione tra le due ruote; quindi il contatto non avvie i punto ma su di una
linea. Come conseguenza si ha che la forza N non pas ote di frizione ma ¢
traslatata, parallelamente a se stessa, di una quantita direzione, della traslazione

dipende dal senso di rotazione delle ruote di frizione.

M, =N-6+R-h-N

M,=-N-5+R -h-N T/
Dalla seconda espressione si puo ricavare N: o
o \V
h-R =&
Sostituendo poi N nella prima espressione si ricava il momento motore:

_BRes R
h-R -6 R

Ricordando I’espressione del rendimento:
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si puo scrivere per la coppia di ruote di frizione:

VA
n= R R _ R
M, 5 h+ o h+ o
R R R
A
h ]
=
O C o)
--_N -N
h i '
Figura 53: Forze agenti sullevuotedi frizione nel caso reale

Le ruote di frizione vengono impiega
motorini di ciclomotori), nella trasmissione di
grandi dimensioni ( ad esempio betoniere).
Il difetto di una trasmissione del moto medi ote di frizione € che essa dipende dal valore del
coefficiente d’attrito; volendo utilizzare un tip}x di t}asmissione inﬁipenﬁente da tale coefficiente si
deve rinunciare ad avere un moto relativo di puro J:ef(ﬂamento.

di piccole coppie (strumenti di misura,
to sotto ’azione di forze modeste ad organi di

7.3. PROFILI CONIUGATI
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o

normale comune

|
|
| ai due profili
+

e La normale comune ai
‘del moto piano.

Figura 54:
Per 1 profili coniugati vale la seguente proprjeta:
S orofili

istantanea rotazione
Se cosi non fosse si avrebbe il penetrazi
Vogliamo adesso ,date le due polari del moto ed il profilo
Per fare questo useremo due diversi metodi._

ne dei profili durante il moto.
. tracciare il profilo p (coniugato di p’).

+ o' +
\)7_«%##-’-__-_—_%%\_/ =)
e | ™,
- : ™
e 1| T
r | ~
s | P
|
!
!
—
Figura 55: Metodo dell’inviluppo

e Metodo dell’inviluppo
Questo metodo consiste nel disegnare le posizioni assunte dal profilo p’ durante il moto di
rotolamento della polare mobile sulla polare fissa. La curva ottenuta come inviluppo di tutte le
curve p’ tracciate sara il profilo p cercato.
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e  Metodo dell’epiciclo
Consideriamo una curva ¢ ed un punto P ad essa solidale e facciamo rotolare la curva € una volta
sulla polare fissa A e una volta sulla polare mobile A’. Durante tali moti il punto P descrivera due
curve p e p’ tra loro coniugate.

Si possono ottenere due profili coniugati anche utili
solidale alla curva &.

profilo p ¢ ricavato unicamente da € e dalla polare fissa, mentresi i
da € e dalla polare mobile. Variando A’ (o A) si ottiene una nuova curva p’ (o Ij)a}ma c

conp (op’). —
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7.4. RUOTE DENTATE CILINDRICHE AD EVOLVENTE

i

Figura 57: Creazione evolvente ruota dentata

Come abbiamo gia detto parlando d { desidera avere una trasmissione del
moto indipendente dal valore del eve abbandonare I’assunzione di
utilizzare come profili coniugati le polari oto e quindi rinunciare ad avere un moto di puro
rotolamento.
Si deve quindi utilizzare uno dei metodi visti nel precedente paragrafo per generare due profili

i frizione se

sara:

Quindi in ogni generica posizione la retta y si manterra ad una distanza costante dal centro O della
polare fissa, tale distanza ¢ definita come:

pP=R- cos(a)
L’evoluta del moto sara allora una circonferenza di centro O e 10 p@nﬁe il
circonferenza di base.
Con considerazioni del tutto analoghe si pud asserire che il profilo

circonferenza di centro O’ e raggio p =R -cos(a).

me di

b

¢ ’evolvente della

Gli stessi profili coniugati potevano essere generati come traiettoria di un punto P solidale alla retta
v, durante il moto di rotolamento di tale retta sulle due circonferenze di base.
I profili ad evolvente godono poi delle seguenti proprieta:
1. La forza trasmessa dai denti, se si trascurano gli attriti, ha direzione costante
2. I profili rimangono coniugati anche variando [’interasse, in questo caso cambia solo
Pangolo « (detto angolo di pressione). Per l’angolo di pressione esistono valori

normalizzati pari rispettivamente a 20° e 14.30°
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3. La ruota con un numero infinito di denti (denominata dentiera) ha un superfici dei denti
piane.

7.5. CARATTERISTICHE GEOMETRICHE DI UNA RUOTA DENTATA

Nel seguente paragrafo daremo alcune definizioni riguardanti parametri geometrici caratterizzanti le
ruote dentate.

N

di testa”. Oltre a questa sono presenti la_“ci renza primitiva”, traccia sul piano della ruota
dentata della polare del moto relativo; la <circonferenza-di_base’ ¢ la “circonferenza di piede”.
Quest’ultima delimita la parte inferiore del dente’ed ¢ a questo r. data. Tutte le circonferenze
sopraccitate sono concentriche. Per maggiore chiarezza si veda la s u:ﬁt\e figura 59.

circ. di testa
circ. primitiva

circ. di base

e

circ. di piede

Figura 59: Definizioni circonferenza di base, primitiva, c%t\est e di piede

La distanza radiale tra la primitiva e la circonferenza di testa prende il nome di addendum
(generalmente indicato con a), mentre la distanza radiale tra la primitiva e la circonferenza di piede
prende il nome di dedendum (generalmente indicato con d). Si chiama invece altezza del dente
(indicata con /) la somma dell’addendum e del dedendum.
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Figura 60: Definiziont addendum, dedendum e altezza dente.

Le superfici laterali del dente Mnom di fianco. La circonferenza primitiva divide il
fianco del dente in due porziont, un’estetna allgd circonferenza primitiva che prende il nome di

fianco addendum e un’interna.alla circonferenza primitiva che prende il nome di fianco dedendum.
Si definisce modulo di una ruota-dentata il r. iametro primitivo 2R e il numero di denti
Z, OVVero:

I1 valore del modulo non puo essere scelto a caso ma deve rientrare in uno dei valori normalizzati
(UNI 4504). \

VALORI NORMALIZZATI DEL MODULO

1] 125 | 1.5 | W75 <
21225 |25 2795 >

3325 ]35] 3754 —

4 4.5 —
5 5.5

6 6.5 —
7] 8 9 10 | 11 |12 [\14 | 16

La norma UNI prevede che siano adottati di preferenza 1 VaIMnodulo 1 L.
Una volta definito il modulo si puo distinguere tra due diversi tipidi proporzionamento:
e Proporzionamento normale: in cui
o a=m T 7

o d=125m
o h=225m
e Proporzionamento ribassato: in cui
o a=0.8m
o d=m
o h=1.8m
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igura 61: Definizione di vano e spessore

misurate altri due parametri geometrici caratterizzanti un
dente di un ruota dentata, \questi sono lo spessore &d il vano. Lo spessore ed il vano sono pari a meta
del passo; quest’ultimo & definito come la distanza tra due profili consecutivi misurata sulla
circonferenza primitiva.

passo

)

v

Figura 62: Definizione di passo
L’espressione analitica del passo ¢ data da:
27R
p =
zZ

dove R ¢ il raggio della primitiva e z il numero di denti della ruota. Condizione necessaria affinché
due ruote dentate ingranino fra di loro ¢ che abbiano lo stesso passo. E’ interessante notare che
esiste un legame tra modulo e passo di una ruota dentata:

27R (2R)
p:—:ﬂ'— = 7Tm
z z
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Ma questo equivale a dire che due ruote dentate ingranano fra loro se hanno lo stesso modulo.
Volendo dimostrare I’asserto si considerino due ruote dentate (ruota 1 e ruota 2) aventi la prima
passo p; e la seconda passo p,. Affinché vi sia ingranamento deve risultare:

P =P,
ma scrivendo il passo in funzione del modulo si ha:
m, = zm,
semplificando si ottien ne
m, =m,

ramo la definizione del rapporto di trasmissione tra due ruote dentate:
O

retfadel contati

Figura 63: Condizione di continuita del moto

Durante I’ingranamento delle due ruote dentate il punto di contatto tra due generici denti si sposta
su di un segmento appartenente ad una retta, indicata con vy, e chiamata retta dei contatti, il
segmento prende invece il nome di arco di ingranamento, ed ¢ delimitato dai punti N; e Ny,
intersezioni della retta y con le circonferenze di testa delle due ruote.
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Durante il moto del punto di contatto dal punto N; al punto N», le due primitive o; € G, rotolano su
di un arco s, denominato arco di azione. Esiste una relazione tra il passo di una ruota e la lunghezza
dell’arco di azione, tale relazione prende il nome di condizione di continuita del moto e si esprime
analiticamente attraverso la relazione:
sZp

Dove con p si ¢ indicato il passo della ruota dentata. Se non si verificasse tale condizione (ad
esempio risultasse che p >s) vorrebbe dire che in un arco di lunghezza p-s non si avrebbero denti in
presa e quindi il ruota dentata risulterebbe discontinuo, cosa che non ¢ accettabile.

Riferendosi alla figur s da
I’'uguaglianza: <; \

Consideriamo_ade

HL=N,C
e circonfergnze di testa e primitiva; esiste una relazione tra gli archi B,C e

B R, 1
\R, -cos(a) cos()
nza:
HL  N,C
cos(c%) cos(a)
No
e ~
~ N
- circ. testa
~ RS
| circ. primitiva
7 |
\\ i R circ. base
o
L
L
| \
=
T
Figura 64: Numero minimodi denti

L’espressione di tutto 1’arco di azione s ¢ data da:

N,N — 7
s=B,B, =——L

cos(a)
Calcoliamo adesso il valore del segmento N,C. Riferendosi ancora alla _figura 64/indichiamo il

segmento N,C con la variabile x. Applicando il teorema di Carnot al triangofo N,CO si puo
scrivere:

(R, +a) =R} +x* —2xR, cos(% + aj =

R’ +2aR, +a’ = R} +x* +2xR, sin(a)
semplificando si ottiene un’equazione di secondo grado nella variabile x:
x* +2xR, sin(ar)—a(a +2R,)=0
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la quale risolta porta ad un’espressione della variabile in funzione unicamente del raggio della
circonferenza primitiva, dell’addendum e dell’angolo di pressione.
x=N,C=-Rsin(a)+ \/a2 +R (R1 sin” (o) + 2a)

Per calcolare anche 1’espressione della parte di segmento CNj, si deve considerare 1’altra ruota
ripetendo, in modo del tutto analogo, i ragionamenti fatti in precedenza.

7.7.  COND NE DI NON INTERFERENZA TRA I PROFILI

04
Figura 65: Condz%%—e:&non interferenza tra i profili
Sia P il punto di contatto tra due denti in presa ).eon profilo ad evolvente di cerchio, di due ruote
dentate. Tale punto P, durante il moto relativo, si spostera lun retta dei contatti descrivendo un

appartenente alla retta dei contatti. Vediamo perché de condizione sopra esposta. [ punti
T; e T, sono 1 centri di curvatura dei profili e quando il punto\P si muo “interno del segmento
T T, 1 denti risultano entrambi avere fianchi convessi, se il punto P ¢ invece esterno al segmento
T, T, allora entrambi i denti avranno fianchi concavi. Queste
non ¢ invece accettabile un fianco che cambi concavita (da ¢
concavo) cosa che accadrebbe se il punto P percorresse un se
T, T,. Ricapitolando si puod enunciare la condizione di non interferenza dei profili :
Affinché non si abbia interferenza tra i denti di due ruote denta duﬁi’;%emot
di ingranamento il punto di contatto P tra i denti deve percorre un segmento o
tutto interno o tutto esterno a T;T,, distanza tra i centri di cury ]
misurata sulla retta dei contatti.
La condizione di non interferenza dei profili introduce anche una condizione muima sul numero di
denti di una generica ruota dentata.
Sia NiN; il segmento sulla retta dei contatti percorso dal punto P, e sia C il centro istantaneo di
moto delle due primitive. Per la non interferenza dovra risultare:

CN, <CT,
CN, <CT,
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Facciamo [D’ipotesi che la ruota 1 abbia diametro maggiore ¢ che sia realizzata con
proporzionamento normale. Sotto queste condizioni vale la disuguaglianza:
CN, <CN, £CT, <CT,
La condizione piu gravosa per le ruote dentate ¢:
CN, < (T,
La quale impone un valore massimo sull’addendum e quindi una condizione minima sul numero di
denti della ruota, infatti

a:k-m:kz—R

1,\per una data pf@ga, se.I’addendum assume un valore di massimo il numero di denti deve
necessari ent§s mere un valore di minimo, dal momento che sono in una relazione di
proporzionalita ihversa.
i via analitica il numero di denti minimo. Riferendoci alla figura
66 , poniamoci in una condizione limite, ovvero vale la relazione:

(N, =CT,

02
/! o
e
/]

Nozlr s |R2
k—i‘ o+
U
\\ C

L 1 \s
\ ‘ .
o y
Volse
L /
[
Vo
\
o, -
Figura 66: Costruzione per la determinazione del numéfgo minimo di i-di una‘ruota
Consideriamo il triangolo N,CO; , in questo 1 cateti sono esprimibili attraverso lazioni;
O/N, =a+R,

O,C =R,
N,C =R, -sin(a)
Applichiamo il teorema di Carnot si ha:

(R, +a)’ =R} +R? -sin*(a)- 2R, - R, -sin(a)-cos(%+aj

Svolgendo ulteriormente 1 calcoli si ha:
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R’ +2aR, +a* = R} + R} -sin’*(a)+ 2R, - R, -sin*(a)
Semplificando, si ottiene un’equazione di secondo grado nella variabile a:
a’ +2R,a—R, -sin’*(a)- (R, +2R,)
Risolvendo tale equazione si ricava 1’espressione:
a=+R}+R2-(R, +2R,)-sin*()

Dovendo essere:

A hax 2k"nmax

m

odulo, si puo scrivere:

2kR,
, -(R2 +2R1)-sin2(a)

Come ultimo caso prendiamo in es
questo caso :7 — ).

Figura 67: Numero minimo denti: caso dentiera&yo a

Dal momento che il rapporto di trasmissione tende all’infinito non ¢ possibile ricavare, attraverso le
formule precedenti, un’espressione del numero minimo di denti. Se perd osserviamo la figura 67 si
puo notare che ¢ possibile scrivere la relazione:

a=CT,sin(a)
a sua volta CT), ¢ esprimibile attraverso la relazione:
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CT, =R, s1n(a)
e quindi:
2
a =R, sin (a)
Procedendo come nel caso di due ruote, si arriva infine alla relazione cercata:

z2> 22—k
sin (a)
Si poteva glungere 0 stesso risultato applicando il teorema di de [’Hopital all’espressione del
numero mi di denti per due ruote
7.8, D {
In questo araﬁ% in esame ruote dentate aventi un proporzionamento diverso da
quello normale

o i iene effettuata per es1ge ze di funzionamento in fase d’esercizio.

ia a sollecitazioni di tipo flessionale sia da un

erasse prestabilito
¢ dentate\¢ dato dal proporzionamento ribassato, gia
ente con le seguenti caratteristiche

Un primo esemplo di correzione
mostrato in precedenza, nel quale si_a realizzare\un
geometriche:
e addendum=0.8

e dedendum=m

e altezza=1.8m

Dentiera utensile

Vecchia primitiva >

Nuova primitiva

Figura 68: Dentature corrette \

Se si vuole creare un ruota dentata, con un proporzionamento diverso da quello normale, utilizzando
sempre la stessa dentiera utensile, si puo pensare di traslarla di una data quantita. Si dovra pero
controllare che non vi sia interferenza durante il taglio della ruota dentata. Vogliamo determinare lo
spostamento massimo ammissibile della dentiera utensile per cui non si verifichi interferenza
dovuta al taglio. Riferendoci alla figura 68 possiamo scrivere, sia per la dentiera sia per la ruota, i
seguenti valori dei parametri geometrici.
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PARAMETRI GEOMETRICI | DENTIERA UTENSILE RUOTA
addendum a=a,—x a=a,+x
dedendum d=d,+x d=d,—x
SPESSOTe s = % —2xtg(a) V= % +2xtg(a)
vano V= % + 2xtg(a) s = % - 2xtg(a)

limite del dedendum\per il quale non si ha interferenza, x indica lo spostamento della dentiera
utensile, sia poi 7y

i dicaﬁﬁg@e dell’addendum per il quale non si ha interferenza, dy indica il valore

umero di denti minimo della ruota.

dentiera vale la re

Ricordando la definizione del mo

si puo scrivere:

moltiplicando ambo 1 membri per 1/m siti

Per le ruote corrette non si avra interferen

sottraendo membro a membro ay da a si ottiene:

a,—a
¢ —<
m
Per la ruota la differenza ag-a puo essere scritta come:
a,—a=-x
che porta alla relazione finale:
X _Zy—Z .
= >3 Zsin’(a)
Quest’ultima relazione permette, nel caso si abbia una ruota con un.numero di -z (con z<z) di
calcolare lo spostamento x della dentiera utensile per evitare interferenza durante ilfaglio.

7.9. RUOTE DENTATE CILINDRICHE A DENTI ELICOIDALI

Una ruota dentata cilindrica a denti dritti puo essere pensata generata da un .segmento AB, solidale

al piano y (piano dei contatti) e parallelo agli assi dei cilindri di base.
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Figura 69: \‘Wote ntate cilindriche a denti elicoidali

Se il segmento non ¢ parallelo agli assi ma inclinato (figura 69), rispetto ad essi, di un dato angolo
Pu (questo equivale a considerare il s in luogo dehsegmento AB),la superficie del dente
non ¢ piu cilindrica ma elicoidale si indi te dentate cilindriche a denti elicoidali

(figura 70)

Figura 70: Generica ruota dentata cilindrica a denti elicoidali
Tali ruote dentate presentano i seguenti vantaggiale seguenti caratteristiche:
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e Il contatto tra due generici denti ¢ graduale: inizia in un punto, continua su dei segmenti e
termina ancora in un punto. Cid implica minori urti e quindi un incremento del rendimento.
e L’arco di ingranamento risulta incrementato della quantita / -tg(ﬂb); questo porta ad un

l'tg(ﬂb)

aumento dell’arco di azione di ﬁ; questo porta un vantaggio nella condizione di
cos(a

continuita del moto.

N

cuscinetto capace di equilibrare forze assi
conici).

BOZZA 104



Dispense di Fondamenti di Meccanica Applicata
Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica - Facolta di Ingegneria — Universita degli Studi di Firenze

in un piano si otti a dentiera elicoidale, la quale puo essere
vista come una dentiera a denti dritti di cui si consi parte, delimitata da due piani paralleli
inclinati di un angolo [ rispetto alla ’angolo B ¢ I'inclinazione dell’elica
misurata sul cilindro primitivo. Il fatto che una a elicoidale sia ricavabile da una dentiera a
denti dritti porta al vantaggio che le ruote a denti elicoidali possono essere realizzate utilizzando le
stesse dentiere utensili delle ruote a denti dritti inch di un angolo B.

Esiste pero una relazione tra gli angoli 3 e

o m
| e

Y

e
2mr ™m
Figura 73: Relazione tra p e fy tra passo peri}i&}jgg e pa ale
Sia h il passo dell’elica, h risulta lo stesso sia se misurato sul cilindro pri itivs :a se misurato sul

cilindro di base; allora con riferimento alla figura 73 ¢ possibile scrivere:

_ 27p
g (ﬂ b )
2mr
h=_
1g(8)
eliminando /4 si ha:
2rp 27r

w€(B,)  12(p)
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semplificando si ha:

rg(ﬂ)=%zg(ﬂb)

ricordando che:
p=r: cos(a)
si puo scrivere, infine, la relazione cercata:
1a(8) = tg(ﬂb) '
cos(a)
dulo normale (m,) e modulo periferico (m); riferendoci alla figura

m, =m-cos(f)

Esiste anche una relaz ra
73 si pud scrlvefb

a2

Figura 74: Trasmissione del moto fra-dassiincidenti
Riferendoci alla figura 74 consideriamo due\ ass a1 e ap, tra\ loro\ incidenti nel punto O
consideriamo anche due generici corpi rigidi ruota
secondo ruotante con velocita angolare w; attorno al
moto relativo dell’asse 2 rispetto all’assel. Per far cio.i ciamo I’ipotesi che il rapporto tra le
velocita angolari dei due corpi sia costante, ovvero:
@,
—= =cost
@,
Se imprimiamo a tutto il sistema una rotazione -®;, il moto risu
velocita angolare QQ, il cui valore analitico sara dato da:

Q =0, -cos(a, )+, -cos(a,) 7
Varranno inoltre anche le seguenti relazioni:

w, -sin(a, ) = o, -sin(a, )

arotazione, con

a=a,+a, =cost

. . . W
Dal momento che si ¢ fatta I’ipotesi —= = cos¢?, segue:
1

sin(al) a,
———< =08t = — =Cost
sin(a, ) a,

ed essendo costante anche la somma dei due angoli si arriva infine a:
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o, = cost

a, =cost
quindi le primitive del moto relativo sono due coni rotondi di vertice comune O e aventi aperture ®,
e my. Si puod quindi pensare di prendere, come superfici coniugate, dei tronchi di cono ottenendo

cosi ruote di frizione coniche. Tali ruote di frizione presenteranno pero gli stessi inconvenienti visti
nel caso di trasmissione per assi paralleli.

<
D)

igur& 75: efinizione ruote dentate coniche

Un sistema di ruote dentate coniche puo essere definito intersecando i coni primitivi con una sfera
di centro O (figura 75) ; le superfici dei dentisi ottengeno proiettando da O due profili coniugati
sferici.

ruota prende il nome di dentiera piano-conica e contrariamente al easo.della dentiera a denti diritti
non avra la superficie dei denti piana ma questa‘avra curvatura opposta nella costa e nel fianco.

Figura 76: Generazione ruote coniche a denti

Se si applica il metodo dell’epiciclo utilizzando le curve € e p (che in questo casa coincidono con
due circonferenze massime della sfera) si otterra un profilo coniugato non coingidente con 1’evoluta
sferica. In questo caso pero le superfici della dentiera piano-conica saranno piane (figura 77).
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Dentature molto precise possono
tecnologico le consiglia solo in casi molto particolari.
Oggigiorno si realizzano ingran i nde

Figura 78: Realizzazione di ruote dentate tramite asportazione di trucioli

Normalmente ¢ conveniente realizzare le dentature per asportazione di truciolo, utilizzando apposite
macchine dentatrici, partendo da elementi di rotazione ottenuti o finiti per tornitura. Nel caso si
tratti di produzione in serie il semilavorato di partenza ¢ ottenuto mediante stampaggio o
direttamente dalla barra, questo per avere costi di produzione contenuti.
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Il taglio dei denti viene eseguito quasi sempre attraverso metodi per inviluppo: durante il taglio la
ruota utensile (detta anche dentiera utensile) e la ruota in lavorazione ingranano fra loro , vi sono
poi anche i moti di avvicinamento e di taglio.

Uno dei problemi delle dentature ¢ rappresentato dalle deformazioni determinate dai trattamenti
termici a cui ¢ sottoposto il materiale impiegato nella produzione. Per ovviare il mezzo piu efficace
¢ la rettifica finale dei denti, ma si deve tener presente che questo ¢ un procedimento costoso. Un
metodo meno costoso per eliminare le tensioni residue, normalmente utilizzato in campo
automobilistico, ¢ la-sharratura. Tale lavorazione viene effettuata prima dei trattamenti termici,

e Acciai al CrNi
e Acciai al NiCrMo
e Acciai al MNCR
e Acciai al CrMo
Sono pero largamente usati anche acciai da bonific
loro impiego ¢ consigliato per ruote di grande diametro, quando 1
tempra produrrebbero eccessive deformazioni.
Alcuni degli acciai da bonifica utilizzati sono:
e 40NiCrMo3
o 4I1CrMo4
o (43
o (48
Nel caso si voglia prediligere la resistenza ad usura rispetto alla resistenz?ﬁ@sione si puo

i tempra superficiale, il
amenti di cementazione €

utilizzare 1’indurimento per nitrurazione. Questo ¢ ottenuto medianteTa formazione di uno strato di
nitruri di alluminio, cromo, vanadio e nitruri di ferro.

7.12. SCELTA E VERIFICA DEI RUOTE DENATTE

Chiudiamo questa sezione con un esempio numerico relativo alla scelta e
due ruote dentate. I dati del problema sono:

e P =4000 W potenza del motore

e N = 1500 RPM velocita di rotazione

e 7= 1/3 rapporto di trasmissione

imensionamento di
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La prima cosa da fare ¢ cercare un valore dell’interasse ottimale per il funzionamento delle due
ruote. Solitamente tale valore viene determinato per tentativi, noi faremo I’ipotesi che il valore
ottimale dell’interasse sia:

e 1=100mm
Una volta noto il valore di 1 si puo scrivere il seguente sistema nelle incognite R;e R,, raggi delle
due ruote:
R +R, =i

Rl

— =T
R2

da cui siricava: (5

N

Figura 79: Coppia di ruote dentat\
Passiamo adesso a determinare il numero dei denti di ciascuna ruota dentata. Per fare. questo
dovremo tener conto delle condizioni di non interferenza tra i 1e }fw{zione 1
interferenza al taglio tra ruota dentata e dentiera utensile. Supponiamo di utilizzare ruete aventi
denti con proporzionamento normale e con angolo di pressione pari a 20°.
La condizione di non interferenza tra i profili ¢ esprimibile con la relazion
27

zZ, 2
\/1 +7(2+ 7)sin* (&) -1
e si applica alla ruota di raggio minore, con i dati a noi assegnati si ottiene:
z, 215
La condizione di non interferenza a taglio ¢ esprimibile con la relazione:
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z, 2 2
' sin?(a)
€ porta a:
z, 218
Fissiamo quindi z;=18 e calcoliamo il modulo:
_2R = 2:25 =2.8mm
z, 18

¢ del modulo mon rientra fra quelli normalizzati, scegliamo quindi il valore
normalizzato che piu sKaV cinas

Scelto m si rlcagﬂ mer

dei denti delle due ruote dentate:

Una volta determinate |
flessione ed a usura.
La coppia C, agente sulla

la forza scambiata da due denti ¢ s ibile 1 ione radiale F ed in una azione tangenziale
T:

I’ipotesi cautelativa che vi sia una sola coppia di
La formula utilizzata per la verifica ¢ la formula

I'<o,m
in cui:
e vy ¢ detto coefficiente di Lewis e si trova gab i re-del numero di denti e
dell’angolo di pressione. Nel nostro caso si ha: y = 0,341
® O.mnm € la tensione ammissibile del materiale impiega reahzzare le ruote. Nel nostro

'blle pari a
200 N/mm?. Per tener conto del sovraccarico dinamic
riduzione della tensione ammissibile, dato da:

A

A+v

dove:
27n
=——R, =3. o
60 s
¢ il valore della velocita periferica della prima ruota; mentre A ¢ un coefficiente che puo
essere paria 6 o 3 rispettivamente per ingranaggi precisi o poco precisi. Nel nostro caso

assumiamo A = 6, si ha cosi:

0=0.6
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e b ¢ lo spessore della ruota dentata.
Introducendo questi valori nella formula di Lewis si ricava:
b>10mm
Una volta determinato lo spessore minimo che garantisce la resistenza a flessione passiamo alla
verifica ad usura. La formula da utilizzare ¢:

Tgpjlﬂm.f'm.b

recedenza si p@/ porre:
\

N

Introducendo questi valori nella

Dovendo la ruota essere in grado di
valore minimo dello spessore:
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8. Rotismi

Sono meccanismi formati da ruote dentate e coppie rotoidali, si dividono in:

e Ordinari: se gli assi delle ruote sono fissi rispetto al telaio;
e Epicicloidali: se uno o piu assi sono mobili rispetto al telaio.

8.1.  Rotismi ordinari

4 : ol

Figura 80: Es
Definiamo il rapporto di trasmissione di un rotis

m D

7

Figura 81: Rapporto di trasmissione in un rotismo con 3 ruote
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Se gli alberi intermedi portano due ruote (es. b ¢ ¢), le velocita angolari delle ruote montate sullo
stesso albero sono uguali, quindi:
_00,0, @

o 0,0, O

! e cio¢ 7 ¢ dato dal prodotto dei rapporti di trasmissione delle ruote che ingranano tra loro.

~
! o)
i
I

Figura 82: Schema cine rotismo ordinario con 6 ruote dentate

_ D _©y Dy Dy D5 D
0 0 0,00, 0O
Poich¢ w, =w;; o, =w,; e poiché ogni rappo essere espresso in funzione del
numero di denti, si ha:
zZ, Z, Z
=177
Zy Zy Z6
Se una ruota ¢ allo stesso tempo motrice e condotta,\ingrana cio¢ contemporaneamente con le due
ruote adiacenti si chiama ruota oziosa; non influisce sukrapp i trasmissione,cambia il verso di

per rapporti esterni a tale intervallo si ricorre a rotismi cen piu coppie di ruote (riduzione di
ingombri e di costi).Risulta inoltre opportuno suddividere i i issi totale in

il numero di denti della ruota e del rocchetto ¢ piu elevato.

8.2. Rotismi epicicloidali

Un esempio di rotismi epicicloidali ¢ quello di figura 83, in cui la ruota”l ¢ fissa; il membro 3
collega gli assi delle due ruote e ruota intorno a Oy, la ruota 2 quindi ruota\intorro al proprio asse
mentre questo si sposta lungo una circonferenza di centro O; e raggio O,0,.

“
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rispetto al telate,
Non si pu(‘) quindt

! 7, NON ¢ il rapporto di trasmissione del rotismo epicicloidale, ma il rapporto di trasmissione del
rotismo reso ordinario.
Si possono avere i seguenti casi:

1. ruota 1 ferma
2. ruota n ferma
3. meccanismo abbia due gradi di libe

0]
:—*+=1-1,; ruota n motrice
w
p

e s o, .

2) w,= 0 la formula di Willis diventa : — =1—— e quindi;
T, w
p

@, o : @,
portatrenomotore . — = ;  ruota l motrice: —— = s

o, T, w, T,
3)se il rotismo ha due gradi di liberta la formula di Willis puo essere scritta: 7
o =T 1

T BT .

Diamo di seguito alcuni esempi per capire I’applicazione della formula.
Consideriamo il rotismo in figura 83, in cui il portatreno ¢ il movente
[0)
—2=1-1,
a)[’
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per determinare 7, , fissiamo il portatreno e valutiamo il rapporto di trasmissione del rotismo reso

. . . . z
ordinario con la ruota 1 movente e la 2 cedente attraverso il numero di denti, 7, = ——-

Z,

! il meno ¢ dovuto al fatto che le due ruote ruotano in verso opposto.

Sostituendo 7, si trova il rapporto tra le velocita angolare del satellite e quella del portasatellite:
®, ztz,

riamo ora il rothistepl icloidale in figura 84.
\

Figura 84: Schema del rotismo epicicloi e del corrispondente rotismo reso

a)l’ — To .
- °
w 7,-1
. zZ, .0,
se fisso il portatreno, 7, = —— per cui:—— =
Z3 @
Il rapporto di trasmissione del rotismo reso ordinari i 84, stessa catena
cinematica!) con cedente ruota 3 € movente ruota 1 vale.in v
z
1
T, =—
z

Si puod quindi notare che il rotismo epicicloidale permette di‘realizzare un rapporto tra cedente e
movente piu piccolo del rotismo ordinario, inoltre nell’epicicloidale la ruota a dentatura\interna ¢
fissa, quindi risulta una costruzione pit compatta.

I rotismi con due gradi di liberta sono in generale dei meccanismi comnm un m@te/e due eedenti,
sono chiamati anche rotismi differenziali, come quelli riportati in figura 85.
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1] I
— o4
B H
d2 3 u 2 |
= e B e B |
L HL z || N L=
7. 1| = 7. | 7.
4.1 _. _. I p— _. |
=1 ap
7 Iz |
|
igura 85: \Ratismi epicicloidali differenziali

Nel rotismo 1 il movente ¢ il portasatellite e i due cedenti sono la ruota 1 e la ruota 5, vale la
relazione:

zZ,-z
- 73
T, =

Z, " Zg .

Se z,=z,;, zy=2z;,sihar =
. [ a)S _a)p
formula di Willis 7, =

0 -0,

Anche per il rotismo 2 vale quindi 7, =

. egqe 0)3 -
formula di Willis 7, = P

0 -o,

In entrambi i casi quindi la velocita angolare del po
le velocita angolari delle due ruote cedenti.

e la media aritmetica tra

portasatellite ruota con la stessa velocita angolare delle
membro rigido.
In curva invece la ruota interna compie meno strada avra percio una velocita minore, quella esterna

allo stesso tempo percorre una strada maggiore e quindi ha veloei ) \
|
BN
|
:
! d _ (1}(?’ — CI)
I V,=a(r-a) ¥V, = Ray ' T TR
|
| 2 V,=wm(r+a) ¥, = Ra, :m(r+a)
S —F R
| :
' b
1 3
Figura 86: Condizioni necessaria per un perfetto rotolamento senza strisciamento
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_ Ot o
2

La ruota 3 tende ad accelerare, la ruota 1 a decelerare ma vale sempre @,

|

—
OO 1 T A
Lk

N
Figura 87: \Differenziale automobilistico

8.3. Momenti agenti sit un rotismo
Siano M; M, ,M, 1 momenti agenti sulla pri
dalle perdite di potenza per attrito, s
Mo +M,0,+M,0,=0

Supponiamo di imprimere al meccani

Ml(a)l—a)p)+Mn (a)n —a)p)=0

a e sull’ultima ruota e sul portasatellite, prescindendo

\

na velocita oppesta a quella del portasatellite:

Se invece imprimiamo una uella della ruota n  si

ha: M, (e, —a)n)+Mp(a)p —a)n):O =

Poiché i rapporti tra i momenti dipendono solo dalla catena cinematica, le\relazioni trovate valgono
sia nel caso di rotismo ordinari sia per rotismi epicicloidati:

Cosa succede per il differenziale a ruote coniche di figura 872

M
Poiché¢ 7, =—1 siha: M, =M, :—T”

I momenti sulle due ruote estreme sono uguali, il differenzi
un’autovettura coppie motrici uguali.

e trasmette alle due ruote motrici di
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9. Dinamica delle macchine alternative

9.1. Masse ridotte della biella in un manovellismo

Per semplificare la trattazione della dina
sostituzione: si sostituisce la biella co

masse concentrate, la seconda garantisce 1’'uguaglianza tra |
e la terza I’uguaglianza tra i momenti di inerzia.

Jy

m, =—=

Poal

Jy

m, =—=-

Yoobl
J,
me:mb_E

Si osserva che i valori delle masse di sostituzione dipendono ovviamente dalla geometria della
biella, nel caso in cui questa possa essere rappresentata con un parallelepipedo di lunghezza / e
larghezza c risulta:
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moem = L L¥EE _my () my
S U S T 6

) 2 (3)
m
my, =m, —2—="m

Gb b 6 3 b
La biella puo essere anche sostituita da un sistema costituito da due masse mp ed my,posizionate nei
punti M e P e da momento di inerzia fittizio' Jy . Per calcolare 1 valori delle due masse e del
momento di-inerzia impostiamo il seguente sistema:

mp+m,, =m,
4

mpya+m,b=0

mya’ +m,b*+J,=J,

)

Nel caso in cui la biella possa essere esentata pex mezzo di un parallelepipedo si ottiene:

(6)

Si osserva che in questo caso il momento di inerzia fi risulta negati

"o definiamo momento di inerzia fittizio nel senso che ad esso non corrisponde una effettiva distribuzione di massa, si
tratta di un parametro di tipo algebrico, che puo assumere anche valore negativo, cosa che non si pu¢ mai verificare per
i momenti d’inerzia “reali”.
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9.2. Energia cinetica del manovellismo

In un manovellismo di spinta,

¢ il pistone si muove di moto traslatorio alternato;

¢ la manovella ruota intorno al punto O;

e la biella durante il moto compie una rototraslazione.
Pertanto:

e L’energi

cinetica

1 pistone sara data da:
1, (7)

Tp :Empvp

avendo @@Qmp la massa del pistone e con v, la sua velocita. Analizzando la
tica del

. . . . 12 5 . .
cinema anovellismo di spinta ~ ¢ possibile verificare che:

8
v, =ro sin9+§sin29jsra}sin0 ®
per cui I’energia cinetica del pistone sara data da:
L *sin’ @ (10)
[ ]
(11)

(12)

dovuto al momento di inerzia Jy, con ﬂ indichi ita Ila manovella.
Per il teorema dei seni risulta:
sinf8 _sin®
ro

sinﬁ’:§sin6’=/lsin¢9

Derivando entrambi i membri rispetto al tempo si ottiene:
Bcos B =AwcosO

cosd

B=lw = Awcosl

cos [

Il termine dell’energia potenziale che dipende dal momento di inerzia Jy pud quindi essere
riscritto in questo modo:

J, B =J, P’ cos’ 6 = Jo/lza)z(l —sin? (9)=
. 15
=J A0’ —J o’ sin’ 0 (15)

' Per la dimostrazione dell’equazione (8) si rimanda al capitolo sui sistemi articolati
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Il primo termine della (15) pud essere considerato insieme all’energia cinetica della
manovella e della massa m, (energia cinetica delle masse rotanti), mentre il secondo puo
essere considerato insieme alla massa del pistone e alla massa mp.

In definitiva, I’energia cinetica del sistema ¢ data da:

1 A2
+m,,r’ +JO/12)a)2 +5[mp +mp—J, r—zjvpz (16)

dovuto alle masse al

puo ij@grg% meéttendo in evidenza il termine dovuto alle masse rotanti e quello |

(17.1)

(17.2)
(17.3)
Si osserva che il termine dovu
costante
Riscriviamo la (1.16) esplicitando la velocita angolare della manovella
(18)
Avendo indicato con J, e J, (che risulta funzione di
J, =1, +myr? +J, (19.1)
Jxm:(mp+mp_%__ (19.2)
r

Si osserva che, anche se la velocita angolare della manov
costante. Questi meccanismi non possono pertanto funzio
cinetica costante), ma solamente a regime periodico.

i@g_@:M@g

dt\o0) 00
Esplicitiamo le derivate a primo membro:

1 .
430 0P|
dfor_d| |2 1 .
a_T:laJa(e)Q'Z
00 2 00 (212)
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A secondo membro ¢ presente il momento delle forze esterne non conservative, ridotto alla
coordinata lagrangiana &, supponiamo che sul manovellismo agisca una forza F sul pistone (nei

motori alternativi ¢ la forza sviluppata dalla combustione nel cilindro) e una coppia resistente 7
sulla manovella (Figura 89).

F

[
7777

O

Figura 89: MdhﬂWta c

rato, forze e coppie agenti sul sistema.

(22)

v
Il rapporto —~ pud essere determinato con la costruzione grafica riportata in Figura 90. Per
0]

Figura 90: Manovellismo di spinta centrato, costruzione grafica della velocita del piede
di biella.
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Riassumendo, I’equazione di moto del manovellismo risulta:

1aJ, v,

(Jr+Ja)l9—5 0 —F;—T (23)

L’equazione di moto risulta non lineare per la presenza del termine J,, che dipende dall’angolo di

a

) o1
rotazione @ e del termine —

9.3. ilanciamento delle macchine alternative monocilindriche
<

i moto rotatorio (le
1 moto rototraslatorio (le bielle).
istema non ¢ costante quando la
i a regime

manovelle), altre di moto traslatorio alternato (i pistoni) e\altri
Abbiamo visto nei paragrafi precedenti che 1’energia cinetica del
velocita angolare della manovella ¢ costante e questi sistemi
assoluto.

Il telaio € soggetto a forze caratterizzate da un andamento periodice e che quw i ono generare
vibrazioni potenzialmente in grado di alterare la funzionalita e I’integrita.dell cchina
provocare, ad esempio, sollecitazioni di fatica).
Obiettivo del BILANCIAMENTO delle macchine alternative ¢ quello di ridurre/piu possibile
oppure, nella migliore delle ipotesi annullare, le forze di tipo alternativo‘che dal’cinematismo si
scaricano sul telaio.
Un motore si dice quindi bilanciato quando sul telaio non si scaricano forze di tipo periodico dal
cinematismo.

Consideriamo quindi un motore alternativo monocilindrico, funzionante a regime (con velocita @ di
rotazione della manovella costante). Analizziamo le forze che agiscono sul manovellismo (figura 91
c)):

e una forza —F esercitata dalla pressione nel cilindro sulla testa del pistone;
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e la coppia resistente 7 applicata sulla manovella;

e la reazione N del cilindro sul pistone, in assenza di attrito ¢ ortogonale alla superficie del
cilindro;

e la reazione della coppia rotoidale in O, che si scompone in una componente X, lungo 1’asse
del cinematismo ¢ in una Y, ad essa ortogonale;

e la forza di inerzia delle masse della manovella, diretta come MO e con modulo pari a:

F, =m,co’ (24)
la distanza del baricentro della manovella dal centro di rotazione O e

(26)
(27)
(28)
(29)
(30)
X,~F+F, \F,.cosf=0 (31
Dall’equilibrio in direzione ortogonale all’asse di\retazione risulta invece:
Y,+N+F sin (32)
Dall’equilibrio alla rotazione si ottiene:
—7-J,f+N-PO (33)
Esplicitiamo quindi le forze e coppie che si scaricano sul telaio
e lungo I’asse del manovellismo abbiamo una forza pari a:
F-X, (34)

e in direzione ortogonale all’asse abbiamo invece: T//
~Y,-N

\—

e la coppia risultante scaricata sul telaio (calcolata rispetto al punto Q) risulta:
- N-PO
Utilizzando 1 risultati delle equazioni (31), (32) e (33) le forze e coppie chesi scaricano sul telaio si
pOssono scrivere cosi:
e lungo I’asse del manovellismo:
F-X,=F,+F, cosf (37)
¢ in direzione ortogonale all’asse:
~Y,-N=F,sin@ (38)
e coppia risultante:
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~N-PO=—71-J,f3 (39)
Analizziamo in dettaglio la forza alterna, definita nella (30):
F,=\m,+m,

a p

ricordiamo, dall’analisi della cinematica del manovellismo di spinta, che 1’accelerazione del pistone
puo essere approssimata per mezzo della seguente espressione:

a,=ro’(cosd+Acos20) (40)
Per cui la forza a a sara data da:
(m +mp)ra)2 cosH+/”tcosZ<9) (41)
Definiamo quindi la fo( a alterna del primo ordine:
d; ; :(mp+mP)ra) cosf (42)
e la forza alterna del secondo ordine:
E" =(mp +mP)ra)2/100529 (43)

Risulta ovviament

caratterizzata da frequenza
alterne del secondo ordine).

(44)

In altre parole che il momento statico della massa di ituzi i e di quella della
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interno al segmento OM b) il sistema e bilanciato se il nuovo baricentro G’ é a distanza

:—r da O

La forza rotante puo essere bila

iata inse 0 opportum contrappesi (spesso 1ntegrat1 sull’albero
motore, vedi Figura 93), con u

d1str1bu210 assa tale da soddisfare 1I’equazione (45).
\ MECEds D poassa

h N\ u“”" - -
\ Tuge o E A
=ednin ___|: L
-.ﬁ. L

Figura 93: Schema di un motore nhx/cﬁmdrzco nell’albero olore sono evidenti i

9.5. Forze alterne

Consideriamo le forze alterne del primo ordine:
E' :(mp+mp)ra)2cosl9 (42)

a

Questa forza puo essere vista come la risultante di due forze " con modulo pari a:
EP (46)

a

F,IC

a

L, +m b

rotanti, con velocita pari a @ e -@ rispettivamente intorno ad O (vedi Fi uravecoinc' enti per
6=0.
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~

Figura 94: Scomposizione della forza alterna nella componente rotante I*:alc e in quella

1 \ . . . .
La componente rotante \ F puo essere considerata insieme alla forza rotante definita

nell’equazione (29) e quindirdimensionando in
Per eliminare la componente

odo opportuno il contrappeso sull’albero motore.
be un contrappeso controrotante. Tale

(43)

F (47)

a a

-t

= 1IC
F ‘:

rotanti con velocita paria 20 ¢ — 2.

risulta comunque
limitato rispetto a quello della forza del primo ordine (dato. che ¢ moltiplicato per A4, che assume
valori minori di 1, tipicamente circa 1:2.5). La sua frequenza risulta invece doppia rispetto a quella
della forza del primo ordine.

9.6. Bilanciamento delle macchine alternative pluricilin. riclv
o tfa loro paralleli e

Consideriamo un motore con N cilindri in linea (gli assi dei cilindri son
allineati).
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F igui’wre a ativo pluricilindrico

Analizziamo le forze che agiscono sul motore.
e In direzione x agisce una parte rza rotante e le forza alterna:

-+ Acos20, )] (48)

e In direzione y agisce una parte della for

r=3 @
Analizziamo 1 momenti agenti sul sistema:
e In direzione x (momento di imbardata):
M= )
e In direzione y (momento di beccheggio):
My - :lleiZi 1)

e In direzione z (momento di rollio):

M. = _Z:l:lJOBi =—Z;1:1J0/1a)2 sin &, (52)

X=Y=0 T/ (53)
szMszzzo 7 54)
Se ogni manovella ¢ bilanciata, ovvero se per ognuna il baricentro ¢ posizionato in mo :

my
c=—="r
m

m

Il motore ¢ equilibrato se:

(equazione(45)), 1 termini dovuti alle masse rotanti si annullano.

Tuttavia non ¢ necessario che tutte le manovelle vengano bilanciate singolarmente: in pratica basta
contrappesare opportunamente solo due di esse (solitamente la prima e [’ultima). Eliminando le
forze rotanti, si annullano quindi tutte le forze lungo y, il momento lungo x, parte della forza lungo x
e parte del momento lungo y. Rimangono quindi ancora da bilanciare le seguenti forze:

BOZZA 129



Dispense di Fondamenti di Meccanica Applicata
Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica - Facolta di Ingegneria — Universita degli Studi di Firenze

X = ZLI [ma,tra)z(cos 0, + Acos20, )] (55)
M}’ah - z; [maltra)z (COS 0, + Acos20, )Zi ] (56)

In seguito verificheremo che le condizioni che garantiscono il bilanciamento delle forze alterne del
primo ordine automaticamente garantiscono anche il bilanciamento delle forze rotanti.
Affinché anche le forze alterne del primo ordine siano equilibrate ¢ necessario che:

z; cosd, =0 (57)
Affinché a e forze alterne del secondo ordine siano equilibrate ¢ necessario che:
| ( z; cos26, =0 (58)
Affinché nche@a\(}@enﬁ enerati\dalle forze alterne del primo ordine siano equilibrati ¢ necessario
e: ;

ch
z;zi cosd, =0 (59)

Affinché anche i lle forze alterne del secondo ordine siano equilibrati ¢
necessario che: \

.- (60)

durante tutto I’arco di un giro. Indichiamo ¢on o; lo sfasamento dell’i-esima manovella rispetto alla
prima, in modo da avere:

Per un motore a due tempi dovra risu

0,—-0,, = %13 oppure anche 9, = (61)
Mentre per un motore a quattro tempi:
0,—-0,, = il oppure anche o, = (i —1) (62)
Le condizioni per il bilanciamento del motore si possono quindi ri
> cos(f, + J,) = cos#, D Coss —si " sing, (63)
Z; cos2(6, +6,)=cos26, Z; cos 28, —si st : (64)
D zicos(6, +5,)=cosh, Y z, cosd, xsi : (65)
D z,00852(6, +5,)=c0s26, )" z,c0825, —si ; (66)
Il motore risulta quindi bilanciato se sono soddisfatte le seguenti condizioni:
D cosS, =0 (67)
z; sind, =0 8)
> cos28, =0 (69)
z; sin20, =0 (70)

13 Nella equazione (61), cosi come in quella (62) si intende esplicitare la necessita, per motivi di funzionamento
termodinamico e di continuita del moto, che le fasi dei vari cilindri del motore si susseguano con una certa regolarita
(ad es. ¢ chiaro che non ¢ bene che lo scoppio avvenga simultaneamente in tutti i cilindri). Tuttavia non ¢ assolutamente
necessario che ’indice i sia collegato alla effettiva disposizione dei cilindri lungo 1’albero a camme (ovvero, gli
sfasamenti dei vari manovellismi si calcolano con le (61) o (62), ma poi la disposizione ottimale dei vari cilindri lungo
1’albero a gomiti viene decisa esclusivamente sulla base delle esigenze meccaniche di bilanciamento).
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z; z,¢050, =0 (71)
z; z;sind, =0 (72)
Z; z,€0820, =0 (73)
Z; z,8in20, =0 (74)

Si osserva che impo o\l’annullamento delle forze alterne del primo ordine (condizioni (67) e
ente si impone anche ’annullamento delle forze rotanti. Infatti la componente
a forza rotante ¢ pari a:

[{3 co 6] m,,re (cosH z coso, —sin b, z sm5) (75)
iente lungo y delle forze rotanti ¢ pari a:
] m,,,r@ (cosé? Z sin o, +sin g, Z cosJ, ) (76)

Mentre la comp

Dalla relazione (61) otteniamo:_

=0

Le due manovelle sono quindi sfalsatMun@g(o\mN am (Vedl figura 96).
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E Fi F2
Fa
' Forze alteme | ordine: Forze alteme |l ordine:
bilanciate non bilanciate

F igu?%/
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9.6.2. Motore con 2 cilindri a 4 tempi
Dalla relazione (61) otteniamo:
0,=0
0, =21
Le due manovelle sono quindi sfalsate tra loro di un angolo pari a 27t (vedi figura 97).

S
QS

"R
Fu Fi Rt Fe

Forze alteme | ordine: Forze alteme Il ordine:
non bilanciate non bilanciate >
Figura 97: Motore bicilindrico a quattro tempi: disposizione delle manovelle.

Analizziamo le forze alterne del primo ordine:
sind, +sino, =sin0+sin2z7 =0+0
coso, +coso, =cosO+cos2z =1+1=

Le forze alterne del primo ordine risultano quindi non bilanciate. ~ — 7

Analizziamo le forze alterne del secondo ordine:
sin26, +sin20, =sin0+sin4zr =0+0=0
€082, +c0s20, =cosO0+cosdr =1+1=2
Le forze alterne del secondo ordine risultano quindi non bilanciate.
Analizziamo il momento delle forze alterne del primo ordine:
z,8iIno, +z,8in o0, =—-dsin0+dsin2zr=0+0=0
Z,€080, +z,€080, =—dcosO+dcos2r =-d+d =0

[l momento delle forze alterne del primo ordine risulta quindi bilanciato.
Analizziamo infine il momento delle forze alterne del secondo ordine:
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z,8in20, + z,sin20, = —-dsin0+dsind4zr =0+0=0
z,€0820, +z,¢0820, =—dcosO+dcosdrn =—d+d =0
Il momento delle forze alterne del secondo ordine risulta quindi bilanciato.

©,
=

BOZZA 134



Dispense di Fondamenti di Meccanica Applicata
Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica - Facolta di Ingegneria — Universita degli Studi di Firenze

9.6.3. Motore con 3 cilindri a 2 tempi

Dalla relazione (61) otteniamo:

5 =0

Ft

Forze alteme | crdins: Forze alieme || ordine:
bilanciats bilanciate
Figura 98: Motore con tre cilindri a due tempi: dis}@siz' ne Wanovell s

Analizziamo le forze alterne del primo ordine:

sino, +sin o, +sinJ, :sin0+sin£7r+sini7r =O+£— V3 =0
3 3 2 2
2 4 1 1

COS O, +C0S0, +€0s0, :coso+cos§7z+cos—7z =l-5-7= 0

Le forze alterne del primo ordine risultano quindi bilanciate.
Analizziamo le forze alterne del secondo ordine:
sin 20, +sin 20, +sin20; =sin0+ sin%;z + Sil’lgﬂ' =0 —g +g
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c0s29, +¢0s20, +c0s20, = cos0+cos§ﬂ+cos§7z :l—l—l: 0

2 2

Le forze alterne del secondo ordine risultano quindi bilanciate.
Analizziamo il momento delle forze alterne del primo ordine:

+z,8InJ, :—dsin0+dsin§7z20+d§
z, cosél/ Z, CQS O, :—d0050+dcosg7z:—d+%:—%

Il momen delgzﬁ:l\t e del primo ordine risulta quindi non bilanciato.
il

| sin

Analizziamo. infl omento delle forze alterne del secondo ordine:

\ zlsn251+z3sin2§3:—dsin0+dsin§7r¢0

z,€0820, + z, cos 20, :—dcosO+dcos§ﬂ =0

Il momento delle forze alterne del secondo srdiné risulta quindi non bilanciato.
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9.6.4. Motore con 4 cilindri a 2 tempi

Dalla relazione (61) si verifica che le manovelle sono sfalsate tra loro di un angolo pari a z (vedi

figura 99):

5 =0
T
52:5
0, =1
3
53:572'

Rl Fe Fu
Forze altems | ordine: Forze altemne i ordine:
bilanciate bilanciate
Figura 99: Motore con quattro cilindri a due tempi: disposizione delle manovelle.

Analizziamo le forze alterne del primo ordine:
sing, +sino, +sind, +sinod, =0
cosd, +co0so, +cosd; +cosd, =0
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Le forze alterne del primo ordine risultano quindi bilanciate.
Analizziamo le forze alterne del secondo ordine:

sin29, +sin20, +sin20; +sin2, =0
c0s20, +c0s20, +co0s20, +cos25, =0
Le forze alterne del secondo ordine risultano quindi bilanciate.
Analizziamo il momento delle forze alterne del primo ordine:
z,8in o, +z,8in o, +z,8ind, +z,sind, =0

z, COS
Il momento delle forze iﬁ e del primo ordine risulta quindi non bilanciato.
e

Analizziamo 1 N1 m o delle forze alterne del secondo ordine:
,8in20, +z4sin20, + z;sin 26, + z, sin26, =0

z,c0820, +

, +2,€080, +2,¢080, +z,c080, #0

,€0820, +z,¢0820, +z,c0820, =0
Il momento delle forze alterne del secondo ordine risulta quindi bilanciato.
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9.6.5. Motore con 4 cilindri a 4 tempi

Dalla relazione (61) si verifica che le manovelle sono sfalsate tra loro di un angolo pari a 7 (vedi
figura 100):

FY RS Fa Fu

Forze altsme | ordine: Forze alteme N ordine:
bilanciate non bilanciate \/
Figura 100: Motore con quattro cilindri a quattro tempi: disposizione delle manovelle.

Analizziamo le forze alterne del primo ordine:
sing, +sino, +sind, +sinod, =0
c0sd, +co0so, +cosd; +cosd, =0

Le forze alterne del primo ordine risultano quindi bilanciate.
Analizziamo le forze alterne del secondo ordine:
sin20, +sin 20, +sin20; +sin26, =0
c0820, +c0s20, +c0s20, +cos20, #0
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Le forze alterne del secondo ordine non risultano quindi bilanciate.
Analizziamo il momento delle forze alterne del primo ordine:
z,8ind, +z,8n o, +z,8ind, +z,sind, =0

Z,€080, +2,C080, +z, €080, +z,c080, =0

[l momento delle forze alterne del primo ordine risulta quindi bilanciato.
Analizziamo infine il momento delle forze alterne del secondo ordine:

Forze alterne del primo ordine bilanciate;
Forze alterne del secondo.ordine bilanciate;

o o o
o
3
o
=
-+
o
ol
o
=
o
%
=
N
o
I~
=
3
o
o
e
=
3
@)
o
=
ol
=
=]
o

lineari caratterizzati da un solo grado di liberta.
Le equazioni che regolano la dinamica di tali sistemi sono dunque equazioni differenzialilineari, a
coefficienti costanti di secondo ordine'® (i termini dell’equazione contengo la funzione

. . . 2 — . g
incognita e le due derivate elevate ad esponente 1 —ad es. x°, €, Jx non sono ini line

Nell’ambito del comportamento forzato di un sistema ¢ necessario fare una ulteripfe distinzione. In
effetti infatti la risposta forzata di un qualsiasi sistema lineare ¢ costituita\dalla somma di due
funzioni che rappresentano 1’una il cosiddetto transitorio e 1’altra il comportamento a regime.
e Il transitorio ¢ quella parte del comportamento del sistema che tende ad estinguersi con il
passare del tempo in funzione dello smorzamento del sistema.

" Le equazioni differenziali che regolano la dinamica del sistema saranno del tipo A¥(¢) + Bx(¢) + Cx(t) = f(¢) con
A, B e C costanti e f(#) funzione nota. La soluzione dell’equazione differenziale ¢ la funzione incognita x(z).
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e [l comportamento a regime del sistema ¢ viceversa quella parte del comportamento che non
si estingue (ed anzi rimane inalterata se la forzante ¢ periodica) finché la forzante non cessi
oppure vari il suo contributo.

Per quanto riguarda le azioni forzanti, ci si riferira sempre a forzanti di tipo armonico” in quanto,
come gia visto nel modulo di analisi armonica, tutte le funzioni di interesse tecnico (forzanti
periodiche e transitorie) possono essere espresse in termini di sommatorie o integrali di funzioni
armoniche. Poiché inoltre le equazioni sono esclusivamente lineari, ¢ possibile sfruttare il principio
di sovrapposmon egli effetti, per cui lo studio esclusivo di tale tipo di funzione forzante non
risulta ridutti 0. Nel caso di una forzante non armonica, si scompone quindi la forzante stessa nelle
., f)) e si trovano le soluzioni delle equazioni del sistema
m one t1 armomche (x7, x2,.. x,-)' la soluzione generale ¢ la somma

, € quindi delle vi
edio — della

azioni di un sistema, le forzanti costanti (o la
on vengono generalmente considerate in

Nello studio della dinamic
componente costante - Valor\

come Legge di Newton, che discende direttamen
Principio di D’ Alambert'’

F=m-a.

F rappresenta la risultante delle forze (esterne) applicate al
accelerazione assoluta (rispetto a un riferimento inerziale:
rispetto ad un riferimento fisso).
La precedente ¢ una equazione vettoriale nello spazio cartesia
vettori). Se ci si limita al caso di moti piani, allora anche F ed a son

' Per indicare una funzione armonica, si fara da qui in poi riferimento alla notazione esponenzial€ gia introdotta nel
modulo di Analisi Armonica. L’introduzione della notazione esponenziale, e quindi dei numeri’complessi, semplifica
notevolmente la risoluzione delle equazioni differenziali, inoltre sottoporre il sistema alla forzante f=A-cos(wt), ¢ del
tutto equivalente (e quindi fornisce la medesima soluzione, sia i termini di ampiezza che di fase) a sottoporre il sistema
alla forzante f= A-e'“".

' Se il moto non ¢ puramente traslatorio questa equazione & ancora valida, ma descrive esclusivamente il moto del
baricentro del corpo. Per lo studio completo del moto del corpo € necessario introdurre altre equazioni che permettono
di descrivere il moto di rotazione del corpo attorno al suo baricentro.

' In pratica il Principio si sintetizza nel fatto di poter utilizzare anche per la dinamica le stesse leggi della statica,
avendo la cura di introdurre le cosiddette azioni di inerzia o forze apparenti.
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moto, € se si esprimono tramite le rispettive componenti in un sistema di riferimento (x,y) — F=(Fy,
F,), a=(a,, ay) -, ’equazione vettoriale precedente puo essere sostituita dalle due equazioni scalari:
F.=m-a,;

F,=m-a,.

Ovviamente, se il moto oltre che essere traslatorio ¢ anche rettilineo, se si prende 1’asse x del
sistema di riferimento parallelo alla traiettoria di un qualunque punto del corpo, allora lo studio del
moto del sistema puo essere effettuato tramite la risoluzione dell’unica equazione scalare:

F.=m-a,
Poiché ineltre la accelerazione assoluta del corpo -a, altro non ¢ che la derivata seconda della sua
posmo e x r1spett0 al e ricorda che la derivazione di una funzione rispetto al tempo si

consueta fo
F=mx. \.
Nella suddetta fo
primo membro il termine
direzione x. .
Poiché si ¢ premesso che 1’equazione differenziale che consentira lo studio del moto del sistema
dovra risultare lineare (nglla funzione incognita x(2)), all’interno del termine F potemmo trovare
esclusivamente:
e Funzioni di qualunque. tipo ma dipende
forzanti; ‘

e Forze elastiche;

e Forze smorzanti.

rappresenta la.risultante delle forze esterne aventi sul sistema in

1 esclusivamente dal tempo F(z), che chiameremo

oppure no (e si studia quindi il mo
(deterministiche o aleatorie, periodiche

studio di forzanti armoniche (del tipo f=f)'™):

10.3. Forze elastiche

Ind1cand0 con x I’asse lungo cui avviene il moto, se si indi
(statico) del corpo, la forza elastica varra quindi:

Fu(t)=-k(x(1)-x,).
R Fa o 7

i equ111br10

-«
O O o >
» X
> x(t)
Fel I
O ® O >
> X X
—» x(t)
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Tuttavia, se si prende la posizione di equilibrio (statico) come origine del sistema di riferimento,
allora xy=0, e quindi si ottiene la piu classica forma:

Fou=-kx."®

Va tuttavia rimarcato che in questo caso (diversamente da quanto scritto in precedenza), la variabile
x(t) rappresenta lo spostamento del corpo rispetto alla posizione di equilibrio, € non piu
semplicemente la posizione del corpo rispetto ad un riferimento qualsiasi.

Il caso piu comune di forza elastica & quello della forza sviluppata da una molla a spirale (a patto
che non sia né tro compressa né troppo allungata). E’ proprio da questo componente che trae
origine il simbolo grafico convenzionale per tale tipo di forze.

lettere A e B.
XA

k-
oe---L—-

Molla a riposo

opposti a seconda che la distanza tra gli estremi A e B si
compressa) alla lunghezza a riposo.

E’ facile verificare che la forza scambiata in corrispondenza dell’estremo B varra:
Fe1 p=-k(xp-x4-X0).
Poiché inoltre si ¢ gia detto che le componenti costanti non infl enzano la dinamica del
solo per quello che riguarda il comportamento dinamico, ¢ anche po scr@
Feorp=-k(xp-x4).

Inoltre solo nel caso in cui I’estremo A sia fisso (x4 costante) ¢ possibile scrivere
Feoip=-k x.
Soltanto nel caso in cui con s si intenda la deformazione della molla rispet
riposo, ¢ sempre possibile indicare la forza elastica di una molla tramite:

istema,

alle’sue condizioni a

' In ogni caso si ¢ gia detto come le forze costanti (o le componenti costanti delle forze) non determinano variazioni del
comportamento dinamico del sistema, ma solo della sua posizione di equilibrio. Se si osserva quindi la forma piu
completa della forza elastica F(t)=-k(x(t)-x,), si ha anche che F,(t)=-k x(t)+ k xy. La seconda parte delle forza elastica
(k xp) risulta quindi costante e pud essere trascurata se interessa esclusivamente 1’analisi del comportamento dinamico
del sistema. Se viceversa interessa anche la determinazione della posizione di equilibrio, anche la parte costante deve
essere considerata.
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F el B:—k S.

E’ infine utile ricordare che una forza elastica ¢ anche conservativa: per deformare la molla ¢
necessario compiere lavoro (fornire energia) che viene accumulata come energia potenziale (di
deformazione). Tale energia puo essere trasformata in energia cinetica (durante il moto) e viene
restituita integralmente se si riporta la molla alla sua lunghezza di riposo in condizioni di velocita
nulla.

10.4. Forze
A differe

orzanti: smorzamento viscoso

linearita dell’equazione di
Si definisce forza di smorz
(tramite la costante ¢ detta
deformaz10ne

¢ direttamente proporzionale
ento viscoso — Ns/m) alla velocita di

dello smorzatore, la forza di smorzamento viscoso vale quindi

F _=-cs,

Sm vis

oppure anche

F s =-C(vp-v, ) =-c(Xp-X,).
Se I’occhiello A ¢ fisso, e se si indica con x la posizione dell’occhie yla f(@( lo smorzatore
applica al corpo adiacente in corrispondenza dell’occhiello B vale:

onvisp = CX.
Se si fa I’ipotesi di spostamenti armonici del tipo x=x €', si ha allora:
X= za)(xoe
Poiché inoltre & anche i=¢'™ ¢ (-1)=¢'",
5= ia)(xoei”’): em/zw(xoeiwt _ a)xoei(wmz/z);
quindi
= wxoei(a)t+ﬂ/2) — e a)xoei(a)t+ﬂ/2) —c wxoei(a)t+3/2iz’) —c a)xoei(a)t—ﬁ/z);
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da cui si osserva che la forza di smorzamento viscoso ¢ sfasata di 3/2rw (ovvero anche di 7/2 in
ritardo), e quindi in quadratura rispetto agli spostamenti.

Si osservi inoltre che a paritd di ampiezza di spostamenti (a parita di xy), la forza smorzante
aumenta linearmente con la pulsazione degli spostamenti stessi.

Se quindi il sistema compie vibrazioni caratterizzate da frequenze molto basse (spostamenti quasi-
statici), a volte puo anche essere accettabile trascurare tali forze. Se viceversa gli spostamenti sono
caratterizzati da frequenze piuttosto elevate, non considerare tali forze puo portare ad errori del tutto
1naccettab111

NONNNNNNNNNN

Un corpo rigido di massa m ¢ collegato a un basamento \fisso\tramite una molla di costante di
rigidezza k e uno smorzatore viscoso di costante c. Il corpo\rigi puo solo complere traslaz1on1
nella direzione verticale per cui, per descriverne il moto, si

baricentro del corpo nella posizione di equilibrio del sistema, suppo
In questo caso, poiché non sono presenti forzanti e uno degli estremi sia
molla sono fissi (al basamento), I’equazione che regola le vibrazioni del sist
mx = —kx —cx , ovvero mX +cx+ kx =0,
Prima osservazione: ¢ chiaro che la soluzione x(t)=0 soddisfa 1’equazione differenziale, il che
giustifica il fatto, noto a tutti, che un corpo non sottoposto ad alcuna forzante’puod rimanere fermo
nella sua posizione di equilibrio.

Tuttavia vedremo che questa non ¢ I’unica soluzione possibile, in quanto non ¢ detto che all’istante
iniziale (per t=0) il corpo si trovi nella posizione di equilibrio (x=0) e con velocita nulla (x = 0). Se
infatti la posizione iniziale oppure la velocita sono non nulle, ¢ evidente che il sistema si muovera,
tendendo peraltro a ritornare sempre nella sua posizione di equilibrio.
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I1 modo con cui il sistema, ovvero il corpo di massa m, cerchera di ritornare nella sua posizione di
equilibrio, sara completamente individuato attraverso lo studio dell’equazione differenziale lineare
mi+cx+kx=0.

Seconda osservazione: qualora il sistema di riferimento non avesse origine in corrispondenza del
baricentro bel corpo rigido, e qualora la posizione di equilibrio statico del sistema (sotto I’azione del
solo peso) non fosse a priori nota, le equazioni del sistema ed il relativo schema potrebbero essere le

seguenti:

S AN ANNNANNN

mjé+cx+k(x—x0):—ﬁé

con xy lunghezza a riposo della molla e g accelerazione di gravita.
Con una piccola trasformazione algebrica-si ottiene la seguente equazione:

mx + cx + kx = —mg + kx,

baricentrico e trascurando la forza peso), con-una_unica soluzione dell’equazione completa

(mX +cxX + kx = —mg + kx,). N
E’ altresi evidente che la soluzione
m
xX(t) =x, — Tg = costante
soddisfa perfettamente 1’equazione differenziale (si osservi che se xf)=costante allora X = X = 0),

Da cio si evince che, considerando un sistema di riferimento generico € non trascuran la forza
peso (e come questa, tutte le forze costanti), si ottengono le stesse soluzioni che avremmo, potuto
trovare con un riferimento baricentrico e trascurando la forza peso, asmeno di fina cosfante additiva.
Tale termine costante (un termine che quindi non viene generalmente tenutQ in Cofisiderazione nello
studio dinamico del sistema), altro non ¢ che la posizione di equilibrio del sistema sottoposto alla
forza peso. In pratica tale termine ci dice che le vibrazioni del punto in cdi si conpéttono massa e
molla, avverranno nell’intorno si una posizione posta di mg/k metri al di sot posizione in cui
si troverebbe lo stesso punto della molla in condizioni di assenza di peso (in coridizioni di riposo).
La grandezza mg/k viene generalmente indicata come deflessione statica della molla. Tale
grandezza si puod trovare ancor piu facilmente facendo riferimento alle equazioni della statica
applicate alla molla, per cui devono farsi equilibrio la forza elastica generata dalla molla e la forza
peso agente sulla stessa (kx=mg da cui x=mg/k).

BOZZA 146



Dispense di Fondamenti di Meccanica Applicata
Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica - Facolta di Ingegneria — Universita degli Studi di Firenze

10.6. Moto libero

Per conoscere come si possa muovere un sistema con 1 GdL in assenza di forzanti, ¢ sufficiente
risolvere la semplice equazione differenziale ordinaria, del secondo ordine, omogenea.

L’equazione ¢ dunque:

mx+cx+hkx=0.

E’ noto che se una funzione x(z) ¢ effettivamente una soluzione dell’equazione differenziale, questa,
introdotta nell’equazione stessa insieme alle sue derivate, deve dar luogo ad una identita.

in cui A; € Ay SONo
mA* +cA+k=0"

Sfruttando le ben note fo

“carattere di confine”. In tale caso si
doppia), peraltro negative, che valgono;

C
A=—"—
2m
In questo caso quindi la soluzione generale ¢

x(t) = Ae™ + Bte™

funzioni esponenziali negative). Si pud quindi concludere i i 1 un sistema con
smorzamento viscoso per cui ¢°=4mk & un transitorio ap indt tende a ritornare
nella sua posizione di equilibrio senza alcuna oscillazione.

c, =2+/km,
Secondo caso: ¢*-4mk>0 N 7
In questo caso, che si verifica quindi quando lo smorzamento del sistema“¢ eleva

ovvero
maggiore dello smorzamento critico, si ha che 1’equazione caratteristica a tte due

negative in quanto risulta sempre:

c >t —4mk

In questo caso quindi la soluzione generale ¢:
x(t) = Ae™ + Be™

' In effetti se I’equazione caratteristica ha una soluzione doppia (A=A,=\,), la soluzione generale ¢ una combinazione

delle due funzioni X, = e’ e X, = te™ .
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con A e B costanti arbitrarie.
Poich¢ entrambe le funzione esponenziali sono negative, la soluzione totale ¢ ancora una volta una
funzione monotona decrescente. Anche in questo caso si pud concludere che il moto libero di un
sistema con smorzamento viscoso per cui ¢’>4mk ¢ un transitorio aperiodico: il sistema quindi
tende a ritornare nella sua posizione di equilibrio senza alcuna oscillazione.

Terzo caso: ¢*-4mk<0

In questo caso, che si verifica quindi quando lo smorzamento del sistema ¢ limitato, ovvero

espressione in cuinl r
In questo caso\quindi le so

Ae(izlmemk—cz )z N Be_(iz’"

A questo punto la soluzione generale dell’equazione differenziale puo essere espressa nella sua
forma definitiva:

x(t) = Xoe_[z’”jt -sin L\/4mk —c’t+o

2m

in cui, si pud notare, sono scomparsi i numeri complessi, utilizzati solo chem per la
risoluzione dell’equazione differenziale.

20 yedi modulo di Analisi Armonica.
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Le forme precedentemente introdotte per determinare

il valore della pulsazione propria,
apparentemente inutilmente complesse, risultano tuttavia ‘utih

se si desidera riscrivere le

La pulsazione naturale ¢ un numero (dotato di dimensioni fisiche) dipendente esclusivamente dalla
massa ¢ dalla rigidezza del sistema. Se proprio si vuole attribuire a questo numero un significato
fisico, e lo si dimostrera nel seguito, si puo dire che la pulsazione propria di un sistema ¢ pari alla

21 In effetti la pulsazione naturale @, non ¢ rigorosamente adimensionale (ha dimensioni dell’inverso di un tempo), ma
tale denominazione ha una origine puramente storica.
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pulsazione propria (e anche alla pulsazione di risonanza, che verra introdotta nel seguito) di un
sistema simile a quello preso in esame, ma privo di smorzamento (c¢=0).

1l fattore di smorzamento viscoso, come risulta evidente dalla stessa definizione, ¢ un numero puro
che indica il rapporto tra lo smorzamento effettivamente presente nel sistema, e quello critico. Se si
ricorda il significato dello smorzamento critico, si evince che solo sistemi caratterizzati da un
fattore di smorzamento viscoso minore di 1, sono caratterizzati da un comportamento libero di tipo
oscillante.
Introducendo tali
il moto libe

metri\(che sono apparentemente complessi, ma caratterizzano completamente
el sistema al pari delle costanti m, k e ¢, con il vantaggio di essere solo 2 invece di

3), la soluzione del moto-hiberodel sistema puo essere riscritta come:
x(t) = X, e " - sin|w 2t + gp);
e quindi la pulsazione propria varrd:
1 2
,=— =w, \1-¢&
p 2m n

Dalla precedente si puo anche notare, come gia anticipato in precedenza, che qualora il sistema sia
, 1 valori numerici della pulsazione propria e della
pulsazione naturale coincidono? .
Sempre nel caso in cui il sistema fosse prive di smoprzamento, allora la soluzione del moto libero del
sistema ¢:

x(t)=X, -sin(a)nt + (o)

da cui si ritrova il fatto che, in assenza di forze smorzanti, un sistema spostato dalla sua posizione di

equilibrio continuera a vibrare all’infint torno a tale posizione, con vibrazioni ad ampiezza e
frequenza rigidamente costanti.

Smorzamento £=0.1 _ imorzamento £=0.5
\l-; T T T T T T T T T
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
1 L e e e e |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
B -t -t -t A== A== === == = == = =
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
- -4 -4 -4 - == == = == = == = —
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
1 P Ry Ep—
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
-1.5 1 1 1 | | | 1 1 1
0 1 Tﬁ 5 6 7 8 9 10
Spostamento - >

22 Coincidono solo i valori numerici, ma non il significato: la pulsazione propria ¢ una grandezza che caratterizza
completamente il moto libero del sistema (¢ 1’unica pulsazione a cui il sistema puo vibrare). La pulsazione naturale ¢
invece solo un valore numerico.
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T T T T T T T T T
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
e Al et St S e A Bl el el
| | | | | | | |
| | | | | | | |
0 T T T T T T T T
| | | | | | | |
| | | | | | | |
1 B e o e e e e e e
| | | | | | | |
| | | | | | | |
2F-—F -+ -+ - F A== === === === ==
| | | | | | | |
| | | | | | | |
-+t -+ -+ - F A== === === == = == —
| | | | | | | |
| | | | | | | |
4-l-—+-—+-—-—+-—4 - — = — == = === == = —
| | | | | | | |
| | | | | | | |
] e ) e |
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
1 6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Velocita

>

[N

e un risultato piu che soddisfacente.
Tramite I’analisi del comportamento libero del sistema,\note 1ano la sua massa e la rigidezza, ¢
possibile ottenere comunque una buona stima di tale valo
Si considerino due massimi relativi consecutivi della sol
avranno in corrispondenza degli istanti in cui il seno raggi

valore unitario™.

massimo si avra in corrispondenza del tempo:

2r 2r
L=t,+T=t+—=t + —F—=

@, w,y1-¢ 2
in cui T ¢ il periodo dell’oscillazione libera.
L’ampiezza della oscillazione in tali istanti varra allora:

x(t) = Xoe_gmnt1 ;

b

2 In realta la presenza dell’esponenziale negativa comporta uno spostamento dei massimi verso sinistra, rispetto
all’istante in cui il seno assume il valore unitario. Tuttavia tale spostamento ¢ quasi sempre di entita trascurabile, ed ¢
tanto piu piccolo quanto minore ¢ lo smorzamento del sistema.
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x(t-z) — Xoe_ga)nl} — Xoe_§w11(tl+T) — Xoe_gwntl e_gwnT
Effettuando il logaritmo naturale del rapporto di tali due ampiezze si ottiene dunque:
t X _ﬁfwntl
| X0 | 1y _Oet — :ln( _1 szln(eg‘”"T):fa)nT:fa)n R
x(t,) Xye 5ortig e o 1-&  |1-&
Il logaritmo del rapporto delle ampiezze delle vibrazioni in corrispondenza di due massimi

successivi (appunto d cremento logaritmico) ¢ quindi dipendente esclusivamente dal fattore di
smorzamento 0s0. Noto qu1nd1 il valore del decremento (da prove sperlmentah) ¢ posmbﬂe

1N
)
N

Vd x(t,)

[x(t)} 27E o Nhm (x(t)]
xX(t))  (1-¢2

in corrlspondenza di due i ivi) nei sistemi con poco smorzamento spesso ¢ affetta da
un notevole 1mprec1510ne i

si commettono quando si vanno isute possono influenzare pesantemente il
risultato.

In questo caso, invece di considerar imi successivi,\¢ sufficiente considerare un punto di
massimo in corrispondenza dell’istante #;, e un altro i in corrispondenza dell’istante ¢,
distanziato dal primo di » periodi. Il numero O Ti i ottimale varia da caso a caso, ma

per essere sicuri che gli errori di misura, del i influenzino troppo il risultato, il
itd (gid un valore pari a 3 ¢
comunque piu che soddisfacente).
In questo caso si avra quindi che:
x(t-n) — Xoeié:wntn — Xoeiga)n(t]JrnT) —

ed anche:
o,
In X)) In Xoel —|= ln(L
x(t,) X Oe_‘fa’” 1g o e

formulazione approssimata:

(x(t)j 2% onpE = Ex—In

x(t,))  \1-&° 2nrx

** Sistemi meccanici con fattori di smorzamento pari a 0.2-0.3, sono di solito considerati notevolmente smorzati. Anche
in questi casi comunque tale approssimazione ¢ ampiamente giustificata infatti:

per £=0.2 \/l A \/1 —0.2> =4/1-0.04 =/0.96 =0.9798 (errore del 2.02 %)

per £=0.3 J1=&2 =41-03> =41-0.09 =+/0.91 =0.9539 (errore del 4.61 %)
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10.7. Moto forzato \_)

Un sistema con un solo gradodi liberta con smofzamento viscoso su cui agisce una forzante di tipo
armonico puo essere schematizza il seguente disegno:

x I F()
q
m

C
ANONNNNNNNNNN
Un corpo rigido di massa m ¢ collegato a un basamento fisso ttamite una molla di costante di
rigidezza k e uno smorzatore viscoso di costante c¢. Il corpo rigi C compiere traslazioni

nella direzione verticale e si sceglie di utilizzare un sistema di riferimento inerziale monoassiale x,
rivolto verso 1’alto, e con origine in corrispondenza del baricent COW posizione di
equilibrio del sistema.

In questo caso ¢ presente una forzante armonica che supporremo di pulsazione generica @ e
ampiezza generica Fy A seconda che si vogliano utilizzare i numeri ¢omplessi”’(la notazione
esponenziale) oppure ci si voglia limitare ai numeri reali, la forzante puo essere eSpressa nelle due
forme seguenti:
Ft)=Fycos(wt);
F(t)=Fpe'".

In ogni caso, poiché il basamento ¢ fisso, I’equazione che regola le vibrazioni del sistema ¢:
mxX = —kx —cx + F(t), ovvero mX + cx + kx = F(¢) .
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E’ noto comunque che tutte le soluzioni di una equazione differenziale completa si ottengono
sommando a tutte le soluzioni dell’equazione omogenea associata, una qualsiasi soluzione della
equazione completa.

Per quanto concerne 1I’equazione omogenea associata, ovvero:

mi+cx+kx=0,

le sue soluzioni sono gia state studiate in precedenza, laddove si ¢ ricercato il comportamento libero
del sistema. In tale occasione si ¢ visto che le vibrazioni che soddisfano la precedente equazione
sono smorzate e quindi (ad eccezione del caso in cu1 non vi sia alcuno smorzamento), in un

transitorio.

Da quanto\dett Onﬁece za si ha che nei primi istanti del moto del sistema,le vibrazioni sono
ottemblh come s a del transiforio e della soluzione particolare. Con il passare del tempo il
e ad estinguersi € qu1nd1 dopo un certo periodo (in dipendenza dallo smorzamento)
i sclusivamente dalla soluzione particolare. Tale soluzione
inguersi, finché non intervengano variazioni della forzante. Per tali
motivi la soluzione particolare dell’e uazioné\imoto costituisce il comportamento a regime del

)

Xl‘&ansitek_) 1 //\\ //\ Regime A
n I - VA IAN YA
R A e Vi T\
A e
11 ff VY : 17 T = LA/ /
7 - \\ ,i [ Risposta \ \ /
s 1 < completa - L !

iNs

comportamento a regime. Tuttavia dev
concettuale tra queste due espressioni, che
primi istanti di moto del sistema.

sistema ad 1 GdL con smorzamento viscoso.
L’equazione ¢ dunque:
mx + cx + kx = F, cos(wt) .

introdotta nell’equazione stessa insieme alle sue derivate, deve dar |
Poiché la forzante ¢ una funzione armonica con pulsazione ®, anche
linearita del sistema, ¢ facile comprendere come si possa ragionevolmente\supporre che anche le
vibrazioni del sistema saranno armoniche alla medesima frequenza, probabilmente sfasate
rispetto alla forzante a causa della presenza dello smorzamento.
Quindi non resta che verificare le condizioni per cui una funzione x(?)=Xycos(wt+¢) risulti
effettivamente soluzione della equazione differenziale. Sulla base di queste considerazioni sara
possibile determinare 1’ampiezza delle vibrazioni e lo sfasamento rispetto alla forzante, ovvero le 2
costanti X e 4.

In ogni caso, se x(t)=Xycos(wt+ @) fosse effettivamente soluzione del sistema, risulterebbero anche:

X() = —wX ,sin( ot + @)

b
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¥(t) = —w’ X, cos(wt + @) |

Inserendo e precedenti all’interno dell’equazione differenziale si ha quindi:

m(— w’X ,cos(wt + ¢))+ c(—oX sin(ot + @)) + k(Xocos(a)t + ¢)) = Fycos(mt) .
OVVEero ’
X, ((—a)zm +k)-cos(wt + ¢) — wc - sin(wt + ¢)) = F,cos(at)

E’ a questo punto necessario investigare le condizioni su X) e ¢ che rendono la precedente
equazione-verificata in ogni istante.
ci0 ¢ necessario ricorrere alle formule che esprimono il seno e coseno della somma degli

F
=—"cos(mt);
XO
OVVero:

F
_ 0
Ko = 2 2 2
\/(—a) m+k)” +(ac)
ovvero una relazione che permette di conoscere I’ampiezza one delle

Deve tuttavia essere individuata anche la fase ¢ delle oscillazioni. Utili: to la seconda
equazione del sistema si potrebbe ottenere direttamente:
2

wc
tan = —
9) k- o’m k—-—o'm

Tuttavia si ricordi che la funzione tangente ¢ periodica di =, cio signiﬁci he il valore dello
sfasamento ¢, utilizzando la precedente potrebbe essere individuato a meno di 7, ovvero a meno del
segno.

Per eliminare questa incertezza ¢ necessario sfruttare entrambe le equazioni del sistema, ad esempio
ricavando il coseno della fase (il coseno, a differenza della tangente, ¢ periodica di 2w). Cosi
facendo si otterrebbe:

= ¢= arctan(— j = —arctan
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e w2t | :i _ F, (—a)2m+k)
( a)m+k)+(—a)2m+k) COS(¢) XO = COS(¢) X ( a)m+k)+a)c

Sfruttando la precedente, da sola o associata a quella individuata in precedenza (la formula con il

coseno potrebbe essere utilizzata solo per scegliere il segno di ¢), ¢ possibile determinare
completamente modulo e fase delle vibrazioni del sistema.

soluzion dovr ssere lt1 0Xx
avere la stessa p sazione della for ante
In ogm caso, se x(t ¢'“ ¢ effettivamente la soluzione del sistema, risultano anche:

Introducendo le precedenti nell’e ione-differenziale si ottiene:

+ kX,

it

—-maw’X, e +icwX, e[”
o anche:
[(—ma)2 +ico+ k)X, —

Poiché la precedente deve esse
esponenziale non pud mai annullarsi), allora dovra essere:

(-mw® +ico+k)X, —F, =0

ovvero anche:

X

istante (visto anche che una funzione

1
0 2 . .
(k—mo”)+icw
Si ottiene quindi che il modulo delle oscillazioni

0 =

direttamente \proporzionale al modulo della

[ rymm—— Y 5| :
"(k-ma’)+ico| |(k-mo’)+ico|\ (k= ma’) + ic
1
|E’| 252 2
Jk—=ma?*) +(co) %\)
fase(X, ) = fase| F; 1 = fase(F, ) + fase

O(k—mw2)+ica) ¢ (k — m&\ + icw -

= fase(F, )+ fase(1) — fase((k mao )+zca)) fase(F; )— arctan 5
k—ma) )

% In questo caso X, non & pill necessariamente un numero reale, e quindi semplicemente 1’ampiezza delle vibrazioni,
ma puo essere anche un numero complesso, dotato quindi di modulo (I’ampiezza delle vibrazioni) e fase (sfasamento
delle vibrazioni rispetto alla forzante).
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Se si suppone nulla la fase della forzante (e quindi /) ¢ un numero reale positivo), si ha che |Fy|=F)
e fase(Fy)=0 , quindi le precedenti, ricavate con molta piu facilita rispetto al caso in cui si sono
utilizzati i soli numeri reali, forniscono gli stessi risultati trovati in precedenza.

10.8. Ricettanza

Da quanto visto sopra si € potuto dimostrare che, note le caratteristiche del sistema (m, k e ¢), € note
anche quelle della forz onica (F) e w), ¢ possibile trovare ampiezza e fase delle vibrazioni
forzate (nella fase-di comportamento a regime) tramite la seguente relazione:

vibranti. Tale \funzione, che Trientra nella categoria piu generale delle Funzioni di Risposta in

Frequenza (FRFs< Frequehcy R Functions) o anche delle Funzioni di Trasferimento (TFs -

Transfer Functions), vieng” generalmente indicata con il simbolo @(w) e prende il nome di
Ricettanza del sistema:

X
— 0 —
a(w) =" () = —
F, (k—mo™)+icw
I1 significato fisico della rlcettanza appare subito ovvio, infatti se si pensa di imporre al sistema
vibrante una forzante armomca e di modulo unitario (Fy=1), 11 modulo e

se sul sistema agisce una forza armonica di ampiezza Fy e di pulsazione @ note, la ricettanza ci
consente di trovare immediatamente la ‘soluzion i istema, senza risolvere alcuna

equazione differenziale.

L’ampiezza delle vibrazioni risultanti sara pari volte I’ampiezza \della funzione di ricettanza
calcolata in @. Il modulo della ricettanza corri i i piezza delle vibrazioni se la
forzante fosse unitaria, poiché quindi la forza effetti agente ‘sul sistema ¢ £ volte quella
unitaria, anche le vibrazioni che ne conseguono sono.Fy volte quelle late'tramite la Ricettanza

di tipo generico (non necessariamente armonica), indicando co ) la sua Trasformata di Fourier
(o meglio, il suo contenuto in frequenza), allora si ha che effettuando semplicemente il proedotto tra
la ricettanza e il contenuto in frequenza della forzante, si ottiene direttamente il contenuto in
frequenza delle vibrazioni risultanti. In parole povere: — V

X, (@) = (@) Fy (o).
Questa semplice operazione ¢ in generale piu che sufficiente ad un ing€gnere per verificare la
confacenza della risposta di un sistema meccanico alle specifiche di progetto. Seperod interessasse
la determinazione esatta dell’andamento temporale delle vibrazioni del sistema.sottoposto alla forza
generica F'(?), una volta ottenuto il contenuto in frequenza completo delle vibrazioni (in termini di
modulo e fase, visto che Xj(w) ¢ una funzione complessa), ¢ sufficiente effettuare I’ AntiTrasformata
di Fourier®® per ottenere il risultato desiderato:

26 Vedi modulo di Analisi Armonica.
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XO (CU) F! (AntiTrasformata di Fourier) N X(t) ]

Della ricettanza ¢ possibile dare una formulazione che coinvolge i parametri dimensionali gia
precedentemente introdotti. Dividendo numeratore e denominatore per lo stesso numero £, si ottiene
infatti con facili passaggi algebrici:

1
()= i 1 1

2 .
w 0
— [+i2&—
w @

+i£a) 1
p _

2
n n

a pulsaziode della forzante e la pulsazione naturale (@/@,).

In pratica quindi la, risp@a el sistema dipende dalla rigidezza, dal fattore di smorzamento viscoso,
e dal rapporto t@

4

/

Parte reale
Parte impaginaria

2

Pulsazione (rad/s)

Tale rappresentazione ¢ pero assai di rado utilizzata in campo\ingegneristico. Di
modulo e la fase. Se poi si sceglie di rappresentare la variabile indipendente in scala logaritmica (in

base 10) e il modulo della ricettanza in scala Decibel (dB — 1 ica un logaritmo in base 1/20),
allora tale rappresentazione viene detta Diagramma di Bode.
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Pulsazione (rad/s)

ndo la notazione con i parametri dimensionali, ¢ ponendo some

variabile indipendente il rapporto (@/@,), si trovano degli interessanti Diagrammi di Bode della

i.con un solo grado di liberta.
enti_informatici e di software specializzato

permette di poter rapidamente tracciate il diagramma di Bode specifico per ogni possibile sistema

ma\ questi diagrammi rivestono ancora una

sistema, il suo smorzamento (adimensionale) ed avere
per /poter risolvere con un semplice righello e una

a di tutti i sistemi con 1 GdL e smorzamento viscoso, dipendono

no del fattore moltiplicativo 1/k). Questi grafici, sono interessanti

perché ci mostrano com¢’a meno della costante //k, e in funzione del rapporto (a/w,), tutti i

>
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10.9. Strumenti sismici

Per capire I’effettivo utilizzo delle Funzioni di Rispost alcuni esempi di
applicazioni che possono fornire le linee guida per la realizzazione di strumenti di misura di
spostamenti e accelerazioni e per una valutazione dell’efficacia delle sospensioni.
Prima di parlare piu in dettaglio delle prime applicazioni ¢ necessario pr

“strumento di misura”:
Se si indica con ingresso il valore della grandezza da misurare (spostamenti, ielocﬁ a temperatura,
differenza di potenziale, ecc...), e con uscita la grandezza che si va a legge (Syer/?iete nare il
valore numerico della grandezza misurata (la posizione angolare della lancetta del contachilometri,
I’altezza del mercurio in un termometro, il tracciato di un grafico su carta, eec...), uno’strumento di
misura perfetto ¢ quello strumento che assicura una relazione di perfetta proporzionalita tra

ingresso e uscita.
Ovvero anche in termini humerici:

w0 g Ly

gizione di

i(1) ult)y k
La stessa costanza del rapporto tra ingresso e uscita deve valere naturalmente anche nel dominio
delle frequenze (ovvero I(@)/U(w)=0).

u(t)=k-i(t), ovvero anche
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A esempio, ad ogni cm di innalzamento del livello di mercurio corrisponde un aumento della
temperatura di 1°C, per cui se ci sono 20°C la colonna di mercurio € alta 20 cm, se ci sono 30°C la
colonna di mercurio € alta 30 cm, se ci sono 40°C (il doppio di 20°C) la colonna di mercurio ¢ alta
40 cm (il doppio della altezza del mercurio quando ¢’erano 20°C).

i(ry 20°C _30°C 40°C  °C

u(t) ~ 20cm 30°cm 40°cm cm

In pratica, misurando (anche visivamente tramite I’aiuto di scale graduate) la grandezza di uscita e

(relativo) della massa rispetto.al basamento.
Se ci si ripropone di misurare 1’ i ' toni\del terreno, allora si intende dimensionare
(ovvero scegliere opportunamente m, k e c) lo strumento sismico affinché funzioni come un
sismografo. Se invece I’intenzione ¢ i celerazione del basamento allora lo

contenuti in frequenza Inoltre, dalle stesse apphcazm arlranno chiari 1 limiti della
reahzzaZlone pratlca di strumentl di tale tipo; utta a 1 rlsultatl di tali analisi saranno importanti per

\\\ NONNNANNNNNANNN

Per dimensionare uno strumento sismico affinché funzioni da sismografo si avra che 1’ingresso del
sistema sara lo spostamento del basamento y, mentre 1’uscita sara il grafico su carta (x-y). Come
spostamenti si considerano solo funzioni armoniche, in quanto ¢ comunque possibile scomporre il
generico tipo di spostamento in somme o integrali di spostamenti armonici, e sfruttando le proprieta
di linearita del sistema trovare cosi la soluzione.
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Per determinare le equazioni di moto del sistema, poiché il basamento si muove, basta osservare che
le forze esercitate da molla e smorzatore dipendono dalla loro deformazione (x-y) e velocita di

deformazione (X-y). Si ha quindi che:

mit = —k(x-y) = c(%p);

Si noti che, anche in questo caso 1’equazione ¢ lineare.
Da quanto detto in precedenza si dovra verificare quando la seguente relazione:

I, (w)zloel’“” i\ () Y,e' Y Y
U,

u(r) (x 0 (@™ —1e™) (X, <w)—Y)e

- (Xo _Yo)(a))

—&’m(U, +1,)+icoU, +kU, =
Da cui seguono direttamente:
—w’'mU, +icoU, +kU, = o’ ml);

L o)

—w m+zca)+k U

2
wm

)=

e uscita dello strumento
sismico non pud mai essere costante, ma si rivela i ione . Se quindi uno
strumento cosi fatto non puo essere un perfetto strumento di misur i trovare un campo di

adattare tale 1ntervallo di frequenze, che viene detto [ i ] lo strumento, alle
esigenze della specifica operazione di misura.
In ogni caso, per fare si che uno dei precedenti rapporti (ad
necessario che il numeratore risulti dello stesso ordine del deno
del rapporto Uyl ¢ evidentemente del secondo ordine, € nessu
cambiare tale fatto. Per quanto riguarda il denominatore, esso ¢ in
secondo e primo ordine rispetto alla pulsazione, e un termine costante.

2 2
: 5 U, w°'m L o'm
se ’'m>>cw e owm>>k > —(0)= 3 ; = 2
1 —-o'm+ico+k —-o'm

D’altronde le precedenti condizioni si esplicitano anche in:

k
o’m>>k >0’ >—=0
m
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ovvero tale condizione equivale a dire che lo strumento si comporta bene come sismografo se le
pulsazioni caratteristiche degli spostamenti del terreno sono molto maggiori della pulsazione
naturale del sistema. Inoltre, se 1’obiettivo ¢ di abbassare al massimo tale limite, ¢ opportuno
costruire un sismografo con bassa rigidezza e una grande massa.

L’altra condizione (&’m>>cw ) pud essere molto bene soddisfatta se si limita al massimo lo
smorzamento del sistema, al limite imponendo ¢=0. Quando parleremo dell’accelerometro si capira
anche come una scelta di questo tipo potrebbe non essere ottimale, ma comunque questo ¢ di solito

ma rovesciato o innalzamento del terreno, corrisponde al minimo del tracciato).

La precedente osservaz 1 giustifica con il fatto che se la massa ¢ grande, e rigidezza piccola, lo
smorzamento_nullo, gli spostameriti del terreno non riescono ad eccitare a sufficienza la massa
(attraverso la ore), per cui questa, dotata tra 1’altro di grande inerzia, funge da
rlferlmento 1nerz' le (fisso). Quindi in pratica la massa con il pennino sono praticamente fissi nello

significa che sul trac01 ulla arta si ritrovera 1 esatto diagramma degli spostamenti del terreno
1o

enerali sulle caratterlstlche meccaniche (massa,
segua fedelmente il nostro schema in effetti non

spostamenti caratterizzati d la fre , si avrebbe che essendo @w =27/=2x-1=27x rad/s,
la pulsazione naturale del sistema dovrebbe to inferiore a tale valore. Imponendo ad
esempio @, =2 rad/s, valore che poi iu\piccolo della pulsazione degli spostamenti del

terreno, si avrebbe:
2= L3 —>k=4m.
m

una massa di 1 kg sopra una molla di 4 N/m,
il che determina una compressione della molla

2
am

—o’m+ico+k’

%(w) -

Tale funzione non ¢ altro che una nuova Funzione di Risposta in Fre

Si pud quindi notare come, dai ragionamenti svolti in precedenza, come la zona delle o ‘alte’ sia
quella ottimale per il funzionamento dello strumento; lo stesso avremmo potuto capirlo

*7 In effetti la curva caratteristica sarebbe la funzione inversa (I 0 / U, )(a)) , ma si ¢ scelto di ragionare sulla funzione

su riportata per la sua somiglianza con I’inertanza. Se poi si conosce 1’andamento di una funzione, trovare I’andamento
della reciproca ¢ un esercizio molto semplice.
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semplicemente analizzando il diagramma di Bode (diagramma del modulo). Troviamo infatti che la
zona delle alte frequenze ¢ caratterizzata da un asintoto orizzontale, il che ci fa capire come piu la
pulsazione cresce, piu il rapporto tra uscita e ingresso tende ad un valore costante.

20

Si ha quindi che per quello che riguarda 1’usci
caso del sismografo:

u(t) = (x = y)6) = (X, - Y, )™ =Upe™.

l(t) — y(t) — _a)Z)foeia)t — (_a)ZYO)eia)t — Ioeia)t .
Dalle pretendenti si avra quindi:

Le™ ity ¥ —w’Y,e
U  u(t) (x—y)t) (XO (w)e'™ —I/()ei”’)
con la quale si potrebbe gia concludere poiché, a meno del termine g)i la pr

era determinata gia nel caso del sismografo.
In ogni caso si ¢ gia detto che 1’equazione di moto ¢ sempre la seguente:

Wunzio e lasi
mx = —k(x—y) — c()'c—j/).

Dall’equazione di moto, inserendo le ipotesi fatte sugli spostamenti, si ottengono
—0’mX e =—k(X,-Y, )" —ico(X,-Y, )™ .
~’mX, +ico(X,-Y,)+k(X,-Y,)=0.

Ma dalle precedenti risulta anche:

@)=

I
~0Y, =1, , Uy=X,~Y, > X,=U,+Y, =U, ——%
w

2
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—ml ;
]0

j+ica)U0 +kU, =0
U,+kU,

[O
2

4

Da cui seguono:

—w’mU, +icw

U,
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2
- m(U 0~

per cui la precedente relazione si puo riscrivere come segue:
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\/(k_wzm)z +(ca))2 \/k2 +o'm® =2kmo* +cfo’

Per fare si che il precedente rapporto sia costante, le condizioni ottimali risultano infatti:

o I7>>w'm’ (del tutto equivalente a k>>@’m, relazione gia trovata in precedenza);

()

0

U

1
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2 . . .. . .o 2 . 4.
e ("-2km=0 (se viene verificata tale condizione, i termini in @" si elidono perfettamente).
La seconda relazione equivale a dire:

=2km — c=2km — ¢ =1

T 7T 2J_ \/_
ovvero significa che lo smorzamento ottimale per un accelerometro sarebbe quello che consente di
avere uno smorzamento adimensionale del sistema pari a circa 0.7.
In sostanza un acceler ro funziona bene se le pulsazioni caratteristiche degli spostamenti sono
‘basse’ rispetto alla pulsazione naturale. Per ampliare quindi il campo di funzionamento dello

=0.707...

del sistema, ovvero co ru1 un'sismografo costituito da una molla molto rigida e caratterizzato da
una mass mol a sa. \

bassa), e la rigidezza della mc
sarebbe di circa 3000 rad/s (circa . Ci0 vuol dire\che lo strumento difficilmente potrebbe
essere utilizzato per misurare accelerazio icon frequen a superiore a poche decine d1 Hz (mentre di

varrebbe 107 m/(m/s’) ovvero circa 10° e significa che una accelerazmne armomca di
modulo pari a g (accelerazione di gravita

e una molla sovrapposti, ma sono comunque stru 1 izzati da una massa molto bassa e da
una rigidezza molto elevata.

Come ulteriore esempio applicativo di come possono \essere utilizzati i-eoncetti sviluppati a
1 possa affrontare il problema

1.

una massa (es. il conducente di un autoveicolo) in ragione di\ vibrazioni”armoniche

provenienti dal basamento.
Il primo caso potrebbe essere applicato ad una lavatrice che, mentre lava ikbucato, deve scaricare
meno forze possibile sul pavimento per evitare vibrazioni e rumore. Il secondo.caso potrebbe essere
applicato al dimensionamento delle sospensioni di una autoveicolo per diminuire le vibrazioni che

si risentono sul conducente mentre si percorre una strada piena di buche.

Nel caso in cui si voglia diminuire le forze trasmesse sul terreno da un macchinario su cui agisce
una forza armonica si fa riferimento allo schema seguente, ed inoltre si prende come indice di
efficienza il rapporto F7/Fo tra la forza scaricata sul terreno attraverso la sospensione in esame e la
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forza scaricata sul terreno in assenza di sospensione (se il macchinario fosse fissato direttamente sul
terreno). Naturalmente la sospensione funziona bene se il modulo del rapporto ¢ inferiore ad 1
(Fo>F7), e tanto meglio quanto piu basso ¢ tale rapporto.

F eia)t
(0]

it
. F,é

NS NN NG\

il basamento, I’equazione di moto della massa ¢:
mx = —kx —cx — F '™ ;\

Ovviamente, essendo fiss

le forze che si scaricano sul terreno, ovviamerte lo o esclusivamente attraverso la molla e lo

smorzatore viscoso della sospensione, per cui risultera;
F, =—kx—cx;
in cui il segno ‘meno’ dipende esclusivamente dal

inoltre potrebbe tranquillamente essere ‘omes
moduli delle forze, e non la fase.
Come di consueto, poiché si fa I’ipotesi che la forzante sia armonica alla generica pulsazione o,
anche gli spostamenti della massa saranno caratterizzati dalla stessa pulsazione. Con 1 passaggi
ormai usuali si avra quindi:

[—ma)2+ia)c+k , =—F
F, =iwc +k]X, .

Eliminando il modulo delle oscillazioni della massa X))
relazioni si ottiene:

F, i + k] 7|

istema di riferimento adottato, ed
in quanto interessa esclusivamente il rapporto dei

e due precedenti

= = =
£ lia)c+k—ma)2J |F0| \/a)zcz+(k—ma)22'
Dallo studio della precedente funzione (e soprattutto del relativo—diz ram@/Eode si puo
determinare il grado di efficienza della sospensione.
Si lascia allo studente determinare 1 diagrammi asintotici sul diagramma di Bode, ma
alcune osservazioni:
e per forze statiche («=0) il rapporto vale 1, ovvero se la forza applicata alld massa ¢ costante,
la stessa forza si scarica sul terreno (€ in pratica il principio di azione e reazione);
e anche quando (Jk-me’|=k) il modulo del rapporto vale ancora 1. Cid equivale a dire:
ma’ =2k, ovvero anche (@ @,)=\220.707...;
e per pulsazioni comprese tra 0 e V2, la funzione assume un massimo tanto pit alto quanto
minore € lo smorzamento;

{ premettono
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e per pulsazioni maggiori di V2e®,, il modulo del rapporto si mantiene inferiore ad 1, ¢ la
funzione ¢ monotona decrescente. La funzione decresce tanto piu rapidamente quanto
minore ¢ lo smorzamento.

Si riporta a seguito un diagramma in scala lineare del rapporto in funzione dei parametri
dimensionali del sistema.

4

Fr
F

o

}

N

) (2 3 § (wro)?

aumentare 1’efficacia della sospensione ¢ necessarig ri int 0 smorzamento; viceversa
se la pulsazione puo Variare e scendere a valori inferi

possono essere deleterie per forzanti caratterizzate da basse frequenze. Per ampliare il campo di
funzionamento potrebbe essere utile ridurre la rigidezza della sospensione (visto che un aumento

comporta ’aumento della deflessione statica della molla e consente alla massa di effettuare
vibrazioni con ampiezza decisamente maggiore.

(con spostamenti armonici) ad una massa, si adotta come indice di efficieniza il rapporto Xo/Yo tra
gli spostamenti della massa e quelli del basamento (uguali a quelli della massa in assenza di
sospensione). Naturalmente la sospensione funziona bene se il modulo del rapporto ¢ inferiore ad 1
(Yo>Xp), e tanto meglio quanto piu basso ¢ tale rapporto.
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m IXO eia)t

Y eia)t
(0]

\\\\\\\

avra con i soliti passaggi:
mx + cx + kx = ky + ¢y,

Xo_  lioe+k] X,
=T _ 2 2 -
A Ty \Tm mwz>
Appare del tutto evidente che I’espressione ella sospensione ha la medesima

espressione di quella ricavata nel cas precedente Il diagramma di Bode e i relativi andamenti
saranno quindi gli stessi, come pure le conside 1 che ne conseguono.
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