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1. Comportamento dei sistemi MDOF smorzati 

Nei prossimi paragrafi si analizzeranno le caratteristiche del moto libero e forzato dei 

sistemi con più gradi di libertà (MDOF – Multi Degrees of Freedom) allo scopo di 

determinare rispettivamente autovalori e autovettori (pulsazioni proprie e modi propri), e 

una formulazione analitica per le funzioni che compongono la matrice di ricettanza del 

sistema. 

Si inizierà con l’analizzare il caso più semplice di smorzamento proporzionale, una ipotesi 

che difficilmente può essere rigorosamente verificata nei sistemi meccanici, ma che 

consente di estendere in maniera estremamente semplice ai sistemi con più gradi di libertà i 

concetti già analizzati per i sistemi con un solo grado di libertà. 

Successivamente l’analisi verrà estesa ai sistemi con smorzamento generale (nessuna ipotesi 

sulle matrici di smorzamento del sistema). 

1.1. Smorzamento proporzionale 

L’ipotesi di proporzionalità delle matrici di smorzamento (sia viscoso che strutturale), 

indica la possibilità di esprimere la matrice di smorzamento come combinazione lineare 

delle matrici di massa e rigidezza, ovvero: 

KMC βα +=  (smorzamento viscoso); 

KMH δγ +=  (smorzamento strutturale); 

con α, β, γ e δ coefficienti reali. 

La stessa matrice modale ottenuta nel caso di assenza di smorzamento diagonalizza, oltre le 

matrici di massa M e di rigidezza K, anche quella di smorzamento C e H. Si ha infatti: 

[ ]rr
TTTT kmKMKMC βαβαβα +=ΨΨ+ΨΨ=Ψ+Ψ=ΨΨ )(  

[ ]rr
TTTT kmKMKMH δγδγδγ +=ΨΨ+ΨΨ=Ψ+Ψ=ΨΨ )(  

Si può quindi concludere che i modi di vibrare del sistema di smorzato (con smorzamento 

proporzionale) coincidono con quelli del sistema non smorzato, e quindi sono anch’essi 

reali. 

Disaccoppiando come già effettuato nel caso non smorzato si ottiene: 

ppdpdpd
TTTT FxKxCxMFxKxCxM =++→Ψ=ΨΨΨ+ΨΨΨ+ΨΨΨ −−− &&&&& 111 ; 
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ppdpdpd
TTTT FxKxiHxMFxKxHixM =++→Ψ=ΨΨΨ+ΨΨΨ+ΨΨΨ −−− &&&& 111 . 

La r-esima (generica) equazione del sistema disaccoppiato risulta quindi: 
tj

prprrprrrprr efxkxkmxm ωβα =+++ &&& )(  

tj
prprrrrprr efxkmikxm ωδγ =+++ )]([&&  

Dalle precedenti si può osservare che mentre i modi rimangono gli stessi, le frequenze 

proprie sono diverse rispetto al caso non smorzato: diventano infatti complesse. 

I moti delle n coordinate principali che caratterizzano il sistema sono quindi tutti del tipo 

armonico smorzato, ciascuno in corrispondenza di una determinata frequenza propria. 

Poiché inoltre si ha che: 

xx p
1−Ψ=  

e quindi anche: 

pxx Ψ=  

si conclude che il moto della generica coordinata fisica è costituito dalla combinazione 

lineare (secondo i coefficienti dipendenti dalla matrice modale) di n moti armonici smorzati 

in corrispondenza delle n pulsazioni proprie. 

1.1.1. Calcolo delle pulsazioni proprie: smorzamento strutturale 

Partendo dal sistema delle equazioni di moto si ha: 

0=++ KxiHxxM && . 

Introducendo la possibile soluzione: 
tieXx ω

0=  

nell’equazione matriciale di moto si ha: 

0][ 0
2 =++− tieXKiHM ωω  

che risulta sempre verificata solo se: 

0][ 0
2 =++− XKiHMω . 

In sostanza ci si è ricondotti ad un classico problema agli autovalori-autovettori. Questi 

ultimi, a seguito della ipotesi di proporzionalità e quanto già visto in precedenza, risultano i 

medesimi del sistema non smorzato (la matrice modale che diagonalizza le matrici M e K 

diagonalizza anche la matrice H). 
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Gli autovalori si possono ricercare annullando la matrice dei coefficienti del problema agli 

autovettori, ovvero imponendo: 

0]det[ 2 =++− KiHMω  

oppure anche 

0]det[ 112 =−− −− KMHiMIω . 

Le soluzioni della precedente equazione di ordine 2n in ω, o meglio di ordine n in ω2, non 

comprendendo l’equazione termini con esponente dispari, costituiscono gli autovalori del 

sistema. Tali valori sono evidentemente complessi, e si può dimostrare che, date le 

particolari proprietà delle matrici M e K (e di conseguenza anche di H), sia la parte reale che 

quella immaginaria delle soluzioni sono sempre positive. In tali ipotesi il generico (r-esimo) 

autovalore del sistema può essere esprimibile tramite la seguente espressione analitica: 

rnrnrrnrpr ii ηωωηωω 2222 )1( +=+=  per r=1,2,….,n. 

Il termine ωnr viene chiamato pulsazione naturale del modo r-esimo che risulta essere: 

dr

dr
nr m

k
=2ω . 

Il termine ηr viene indicato come il fattore di perdita del modo r-esimo che risulta essere: 

δ
ω

γδγ
δγδγ

η +=+=+=
+

= 2

1

nrdr

dr

dr

dr

dr

dr

dr

dr

dr

drdr
r k

k
k
m

k
k

k
m

k
km . 

I parametri caratteristici del moto libero del sistema smorzato, nel caso di smorzamento 

proporzionale, dipendono quindi dagli elementi delle matrici di massa e rigidezza 

diagonalizzate tramite la matrice modale. 

1.1.2. Calcolo delle pulsazioni proprie: smorzamento viscoso 

Nel caso di smorzamento viscoso si procede allo stesso modo. Partendo dal sistema delle 

equazioni di moto si ha: 

0=++ KxxCxM &&& . 

Introducendo la possibile soluzione: 
steXx 0=  

nell’equazione matriciale di moto si ha: 

0][ 0
2 =++ steXKCsMs  

che risulta sempre verificata solo se: 
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0][ 0
2 =++ XKCsMs . 

In sostanza ci si è ricondotti ad un classico problema agli autovalori-autovettori. 

Gli autovettori, a seguito della ipotesi di proporzionalità, risultano ancora una volta i 

medesimi del sistema non smorzato. Gli autovalori si ricercano annullando la matrice dei 

coefficienti del problema agli autovettori, ovvero imponendo: 

0]det[ 2 =++ KCsMs . 

Le soluzioni sr (r=1,2,…,2n) della precedente equazione di ordine 2n in ω costituiscono gli 

autovalori del sistema. Tali valori, essendo le matrici M, K e C reali, sono reali o complessi 

coniugati. Nell’ipotesi di smorzamento proporzionale si ha che gli autovalori sono coppie di 

complessi coniugati, con parte reale negativa. Gli autovalori sr possono quindi essere 

espressi nella seguente forma: 
21 rnrrnrr is ξωξω −±−=  con r=1,2,…,n. 

In tali ipotesi si ha quindi che il moto libero di un sistema con n gradi di libertà con 

smorzamento proporzionale è una combinazione lineare di n moti armonici smorzati 

caratterizzati dalle n pulsazioni proprie del sistema ωpr e dagli n parametri di smorzamento 

viscoso dimensionale ξr e pulsazioni naturali ωnr espressi tramite le seguenti relazioni: 

dr

dr
nr m

k
=ω  

nr
nrdrdr

dr

drdr

dr

drdr

dr

drdr

dr

drdr

drdr
r mk

k
mk

m
mk

k
mk

m
mk

km ωβ
ω

αβαβαβαξ
2

1
222222

+=+=+=
+

=  

21 rnrpr ξωω −= . 

Si osservi inoltre che il modulo dell’autovalore (in pratica la frequenza propria complessa) 

risulta: 

( ) ( ) ( ) nrnrrnrrnrrnrrnrrs ωωξωξωξωξω ==+−=+−= 2222222
2 11 . 

I parametri caratteristici del moto libero del sistema smorzato, nel caso di smorzamento 

proporzionale, dipendono quindi dagli elementi delle matrici di massa e rigidezza 

diagonalizzate. La soluzione del moto dell’r-esima coordinata principale risulta infatti: 

)1()( 2
0 ϕξωξω +−= − tseneXtx rr

t
prpr

rr  

e risulta inoltre: 
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pxx Ψ= . 

1.1.3. Moto forzato: smorzamento strutturale 

Nel caso dei sistemi non smorzati, la generica componente di posto ij della matrice di 

ricettanza risultava del tipo: 

∑∑
== −

=
−

=
n

k kk

jkik
n

k k

jkik
ij mk1

2
1

22)(
ω

ψψ
ωω

φφ
ωα . 

Nel caso di smorzamento strutturale proporzionale (come pure di quello viscoso), è 

possibile ottenere una formulazione del tutto simile. 

Partendo dal sistema delle equazioni di moto nel caso forzato si ha: 
tieFKxiHxxM ω

0=++&& . 

Osservata la linearità del sistema e il tipo di forzante applicata, si ha che la possibile 

soluzione dovrà essere del tipo: 
tieXx ω

0= . 

Effettuando le derivate della soluzione e reintroducendola nell’equazione matriciale di moto 

si ottiene: 
titi eFeXKiHM ωωω 00

2 ][ =++−  

che risulta sempre verificata solo se: 

00
2 ][ FXKiHM =++− ω . 

La relazione che lega l’ampiezza incognita delle vibrazioni X0 alle ampiezze delle forzanti 

F0 risulterà dunque: 

00
12

0 )(][ FFKiHMX ωαω =++−= −  con 12 ][)( −++−= KiHMωωα . 

Sfruttando le proprietà diagonalizzanti della matrice modale si può ottenere una 

formulazione della matrice di ricettanza. Premoltiplicando per la matrice modale trasposta e 

postmoltiplicando per la matrice modale l’equazione dell’inversa della ricettanza si ottiene: 

( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+

−+

−+

=

=++−=ΨΨ+ΨΨ+ΨΨ−=Ψ++−Ψ=ΨΨ −

dndndn

dididi

ddd

ddd
TTTTT

mihk

mihk

mihk

KiHMKHiMKiHM

2

2

1
2

11

2221

0

0

)(

ω

ω

ω

ωωωωα

O

O  
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Premoltiplicando la precedente relazione per l’inversa della matrice modale trasposta e 

postmoltiplicando per l’inversa della matrice modale si ottiene: 

[ ] [ ] [ ] 12111111 )(I)(I)( −−−−−−−
Ψ−+Ψ===ΨΨΨΨ ddd

TTT MiHK ωωαωαωα  

da cui si ha: 

[ ] [ ] ( )[ ] ( )

T

dndndn

dididi

ddd

T
dddddd

T

mihk

mihk

mihk

KiHMKiHM

Ψ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+

−+

−+

Ψ=

=Ψ++−Ψ=Ψ++−Ψ==
−−

−−−−

2

2

1
2

11

12
1

12111

10

1

01
)()(

ω

ω

ω

ωωωαωα

O

O
 

Sviluppando i prodotti riga per colonna si può dimostrare che la generica funzione di 

ricettanza assuma la forma: 

∑

∑∑ ∑

=

== =

−+
=

=
−+

ΦΦ
=

−+

ΨΨ
=

−+

ΨΨ
=

n

k knknk

ijk

n

k knknk

jkik
n

k

n

k

dk

dk

dk

dk
nk

jkik

dkkddkdk

jkik
ij

i
A

i
m
k

k
h

immihk

1
222

1
222

1 1 22
2

1)(

ωηωω

ωηωωωωω
ωα

, 

in cui i parametri modali Aijk, gli elementi delle matrici modali, come pure le pulsazioni 

naturali e i fattori di perdita sono numeri reali, i cui valori sono stati identificati nei 

paragrafi precedenti. 

1.1.4. Moto forzato: smorzamento viscoso 

Nel caso di smorzamento viscoso proporzionale è possibile ottenere una formulazione delle 

funzioni di ricettanza del tutto simile a quella ottenuta nel paragrafo precedente. Partendo 

dal sistema delle equazioni di moto nel caso forzato si ha: 
tieFKxxCxM ω

0=++ &&& . 

Osservata la linearità del sistema e il tipo di forzante applicata, si ha che la possibile 

soluzione dovrà essere del tipo: 
tieXx ω

0= . 

Effettuando le derivate della soluzione e reintroducendola nell’equazione matriciale di moto 

si ottiene: 
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titi eFeXKCiM ωωωω 00
2 ][ =++−  

che risulta sempre verificata solo se: 

00
2 ][ FXKCiM =++− ωω . 

La relazione che lega l’ampiezza incognita delle vibrazioni X0 alle ampiezze delle forzanti 

F0 risulterà dunque: 

00
12

0 )(][ FFKCiMX ωαωω =++−= −  con 12 ][)( −++−= KCiM ωωωα . 

Premoltiplicando per la matrice modale trasposta e postmoltiplicando per la matrice modale 

l’espressione analitica dell’inversa della matrice di ricettanza si ottiene: 

( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+

−+

−+

=

=++−=ΨΨ+ΨΨ+ΨΨ−=Ψ++−Ψ=ΨΨ −

dndndn

dididi

ddd

ddd
TTTTT

mcik

mcik

mcik

KCiMKCiMKCiM

2

2

1
2

11

2221

0

0

)(

ωω

ωω

ωω

ωωωωωωωα

O

O  

Premoltiplicando la precedente relazione per l’inversa della matrice modale trasposta e 

postmoltiplicando per l’inversa della matrice modale si ottiene: 

[ ] [ ] [ ] 12111111 )(I)(I)( −−−−−−−
Ψ−+Ψ===ΨΨΨΨ ddd

TTT MCiK ωωωαωαωα  

da cui si ha: 

[ ] [ ] ( )[ ] ( )

T

dndndn

dididi

ddd

T
dddddd

T

mcik

mcik

mcik

KCiMKCiM

Ψ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+

−+

−+

Ψ=

=Ψ++−Ψ=Ψ++−Ψ==
−−

−−−−

2

2

1
2

11

12
1

12111

10

1

01
)()(

ωω

ωω

ωω

ωωωωωαωα

O

O
 

Sviluppando i prodotti riga per colonna si può dimostrare che la generica funzione di 

ricettanza assuma la forma: 

∑

∑∑ ∑

=

== =

−+
=

=
−+

ΦΦ
=

−+

ΨΨ
=

−+

ΨΨ
=

n

k knknk

ijk

n

k knknk

jkik
n

k

n

k

dk

dk

dk

dk
nk

jkik

dkkddkdk

jkik
ij

i
A

i

k
k

m
c

i
mmcik

1
22

1
22

1 1 22
2

2

2

2
2

1)(

ωωξωω

ωωξωω
ωω

ωω
ωα

, 
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in cui ancora una volta sia i parametri modali Aijk, gli elementi delle matrici modali, come 

pure le pulsazioni naturali e i fattori di smorzamento viscoso adimensionali sono numeri 

reali, i cui valori sono stati identificati nei paragrafi precedenti. 

In ogni caso, se si fa il minimo comune multiplo, nel caso senza smorzamento si ha che le 

funzioni di ricettanza possono essere espresse come rapporto di polinomi a coefficienti reali 

di ordine n (denominatore) e n-1 (numeratore), in ω2: 

)(
)(

)(
)(

)())(()( 2

21

2

)1(2

2222
2

22
11

22 ω
ω

ω
ω

ωωωωωωωω
φφ

α n

n

n

n

n

n

k k

jkik
ij P

P
P

P −−

=

==
−−−

=
−

= ∑
L

L .
 

Nel caso con smorzamento proporzionale si può invece scrivere: 

)(
)(

)2()2)(2(2)(

2

)1(2

22
22

22
211

22
11

22

ω
ω

ωωξωωωωξωωωωξωωωωξωω
φφ

α

n

n

nnn

n

k kkk

jkik
ij

P
P

iiii
−

=

=

=
+−+−+−

=
+−

= ∑
L

L

 

in cui si nota come le funzioni di ricettanza possono essere espresse come rapporto di 

polinomi a coefficienti complessi  di ordine 2n (denominatore) e 2n-1 (numeratore), in ω. 

1.2. Smorzamento generale 

Nel caso di smorzamento di tipo generale, ovvero non proporzionale, sia il comportamento 

libero che quello forzato dei sistemi MDOF possono essere caratterizzati tramite 

formulazioni simili a quelle già derivate per i sistemi con smorzamento proporzionale. 

In particolare si verificherà che oltre alle pulsazioni proprie (autovalori), anche i modi 

propri del sistema (autovettori) diventano complessi. E mentre il significato dell’autovalore 

complesso dovrebbe oramai essere chiaro (le parti reale ed immaginaria indicano la 

pulsazione e lo smorzamento delle oscillazioni libere), quello degli autovettori complessi 

non è ancora stato affrontato. 

1.2.1. Significato dei modi propri complessi 

Nel caso di smorzamento generale si otterranno sempre coppie di autovalori-autovettori 

complessi. Quando in corrispondenza ad una frequenza propria ωi corrisponde un modo 

complesso Ψi , si ha che tutti i gradi di libertà del sistema possono muoversi alla frequenza 

ωi con moti armonici (smorzati) di ampiezza pari a |Ψi|. Tuttavia, a differenza del caso non 

smorzato o con smorzamento proporzionale, i vari gradi di libertà non si muovono più 
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necessariamente in fase o controfase tra loro (sfasati di 0 o π rad), ma si muovono sfasati in 

funzione di fase(Ψi). In sostanza non tutti i gradi di libertà raggiungono 

contemporaneamente i massimi spostamenti (positivi o negativi), come neppure si 

annullano tutti nello stesso istante, come invece succede nei sistemi a non smorzati o con 

smorzamento proporzionale. 

Ad esempio, sia ωi = 10+4i rad/s e Ψi = [1+i 1+0.6i 1.1-0.1i]T. Risulterà anche Ψi = [1 0.8-

0.2i 0.5-0.6i]T (la seconda ‘versione’ dell’autovettore i-esimo è proporzionale alla prima 

versione di Ψi) ed inoltre si avrà |Ψi| = [1 0.8246 0.781]T. 

In questo caso ci si aspetta un moto libero dei singoli gradi di libertà con le seguenti 

caratteristiche: moto oscillante con frequenza pari a 10 rad/s e con ampiezze decrescenti con 

il tempo secondo la legge esponenziale negativa e-4t. 

Risulta infatti: 
tittiititiiti eeXeeXeXeXx i 104

0
)4(10

0
)410(

00
−+ ==== ω  

con x = [x1 x2 x3]T. 

Se il moto del grado di libertà x1 è pari a x1(t)=A·e-4·t·sen(10·t+ϕ) (le costanti A e ϕ sono 

state determinate imponendo le condizioni iniziali del moto) allora risultano anche: 

x2(t)= 0.8246·A·e-4·t·sen(10·t+ϕ+ϕ2) 

x3(t)= 0.781·A·e-4·t·sen(10·t+ϕ+ϕ3) 

essendo: 

rad -0.245
0.8
0.2-atan2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ϕ ; 

rad -0.7854
0.5
0.6-atan3 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ϕ . 

1.2.2. Calcolo delle pulsazioni proprie: smorzamento strutturale 

Nel caso in cui la matrice H di smorzamento strutturale non sia proporzionale, non è 

possibile trovare nessuna matrice modale Ψ che diagonalizzi contemporaneamente le 

matrici di massa, rigidezza e smorzamento, e quindi non è possibile disaccoppiare in tale 

maniera le equazioni di moto. Tuttavia è possibile osservare che le matrici di smorzamento 

e di rigidezza sono matrici omogenee, caratterizzate da elementi con le medesime 

dimensioni fisiche e che moltiplicano entrambi il vettore delle coordinate fisiche. E’ quindi 
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possibile considerare, al posto delle due matrici reali K e H, una unica matrice complessa 

K che moltiplica il vettore delle coordinate fisiche. 

Partendo dal sistema delle equazioni di moto si ha quindi: 

00)(0 =+⇒=++⇒=++ xKxMxKiHxMKxiHxxM &&&&&&  con )( KiHK += . 

Introducendo la possibile soluzione: 
tieXx ω

0=  

nell’equazione matriciale di moto si ha: 

0)]([ 0
2 =++− tieXKiHM ωω  

che risulta sempre verificata solo se: 

0)]([ 0
2 =++− XKiHMω  ovvero anche 0][ 0

2 =+− XKMω . 

In sostanza ci si è ricondotti ad un classico problema agli autovalori-autovettori. Questi 

ultimi, pur complessi, diagonalizzano entrambe le matrici M e K , anche se non 

singolarmente le matrici K e H. 

Gli autovalori si possono ricercare annullando la matrice dei coefficienti del problema agli 

autovettori, ovvero imponendo: 

0]det[ 2 =+− KMω  

oppure anche: 

0]det[ 12 =− − KMIω . 

Le soluzioni (in termini di ω 2) della precedente equazione di ordine 2n in ω in cui non 

compaiono termini con esponente dispari, costituiscono gli autovalori del sistema, i cui 

valori sono evidentemente complessi. In tali ipotesi il generico (r-esimo) autovalore del 

sistema può essere esprimibile, come nel caso di smorzamento proporzionale, tramite la 

seguente espressione analitica: 

ininiinipi ii ηωωηωω 2222 )1( +=+=  per i=1,2,….,n. 

Il termine ωni viene chiamato pulsazione naturale del modo i-esimo che è concettualmente 

diverso dalla pulsazione naturale del sistema non smorzato, ma numericamente risulta 

essere molto prossimo ad esso. 

Il termine ηi viene indicato come il fattore di perdita del modo i-esimo. 

E’ chiaro che, allo stesso modo delle pulsazioni proprie, anche i modi propri del sistema 

diventano complessi, in virtù della complessità dei termini della matrice K  (e quindi anche 
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di KM 1− ). Di conseguenza anche la matrice modale Ψ sarà complessa, ma conserverà le 

proprietà che le permettono di diagonalizzare le matrici M e K . Sarà quindi: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=ΨΨ

O

O

0

0

d
T mM  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=ΨΨ

O

O

0

0
d

T kK  

in cui sia i termini mdi che dik  (con i=1,2,…,n) sono complessi. 

Come in precedenza risulterà inoltre: 

di

di
pi m

k
=2ω  (con i=1,2,…,n). 

Esisterà inoltre anche una matrice modale normalizzante Φ (che può essere trovata 

esattamente come nel caso non smorzato) tale che risulti: 

[ ]IMT =ΦΦ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=ΦΦ

O

O

0

0
2
pi

T K ω  

In sostanza anche nel caso di smorzamento strutturale generale le equazioni di moto si 

possono disaccoppiare nella forma: 

0=+ pidipidi xkxm &&  (con i=1,2,…,n); 

oppure: 

02 =+ pipipi xx ω&&  (con i=1,2,…,n); 

formalmente identiche a quelle dei sistemi non smorzati, in cui tuttavia i coefficienti sono 

complessi. 

1.2.3. Moto forzato: smorzamento strutturale 

Nel caso in cui ad un sistema con smorzamento strutturale generale sia applicato un sistema 

di forzanti caratterizzate dalla medesima pulsazione ω, le equazioni di moto si scrivono 

allora nella forma: 
tieFiHxKxxM ω

0=++&&  



 16

Nella formula precedente con il termine iHx si intende modellare un sistema di forze 

proporzionali agli spostamenti x del sistema (come le forze elastiche), ma in quadratura con 

gli spostamenti stessi (indicando quindi che sono forze dissipative). Si ricorda quindi che la 

precedente forma è valida solo nel caso in cui il sistema compia oscillazioni (e quindi sia 

sottoposto a forzanti) di tipo armonico. 

Essendo la forzante armonica alla pulsazione ω, anche la risposta sarà del tipo: 
tieXx ω

0= . 

Effettuando le derivate e sostituendo nella equazione matriciale di moto si ottiene: 

( ) titi eFeXiHKM ωωω 00
2 =++− . 

Affinché la precedente relazione sia sempre verificata dovrà risultare quindi: 

( ) 00
2 FXiHKM =++− ω ; 

relazione dalla quale si può ricavare la ricettanza del sistema: 

( ) ( ) 12
00

12
0 )()( −−

++−=⇒=++−= iHKMFFiHKMX ωωαωαω . 

Sfruttando le proprietà della matrice modale normalizzante Φ si può scrivere 

( )[ ]

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+−=

=+−=++−=−

O

O

O

O

0

0

0

0
2222

221

ωωωIω

ΦKΦMΦΦωΦiHKMωΦΦα(ω)Φ

pipi

TTTT

 

In sostanza 

[ ]

T

pi

pi

T
pi

T

ωω

ωω
ωω

Φ

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
Φ=⇒

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=ΦΦ⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=ΦΦ

−−−

O

O

O

O

O

O

0

1
0

)(

0

1
0

)(
0

0
)(

22

22

11221

ωα

ωαωα

 

Svolgendo le operazioni matriciali (e introducendo l’espressione analitica della pulsazione 

propria in funzione delle pulsazioni naturali e del fattore di perdita di ogni modo) si ottiene 

che il generico elemento di posto ij della matrice di ricettanza ha la forma: 

[ ] ∑∑∑∑
==== −

=
+−

=
+−

=
−

=
n

k dkdk

jkik
n

k nkknkk

jkik
n

k nkknk

jkik
n

k pk

jkik
ij mkimi 1

2
1

222
1

222
1

22 )()()(
)(

ω

ψψ
ωηωω

ψψ
ωηωω

φφ
ωω

φφ
ωα  



 17

Si osservi che il termine di smorzamento strutturale è costante (indipendente dalla 

frequenza) e che anche i numeratori sono numeri complessi. 

1.2.4. Calcolo delle pulsazioni proprie: smorzamento viscoso 

Nel caso in cui la matrice C di smorzamento viscoso non sia proporzionale non è possibile 

trovare nessuna matrice modale Ψ che diagonalizzi contemporaneamente le matrici di 

massa, rigidezza e smorzamento, e quindi non è assolutamente possibile disaccoppiare le 

equazioni di moto. Nel caso in cui il sistema non sia sottoposto ad alcuna forzante, le 

equazioni di moto sono: 

0=++ KxxCxM &&& . 

Ipotizzando una soluzione del tipo: 
stexx = ; 

effettuando le derivate e sostituendo nell’equazione di moto si ottiene la seguente 

espressione: 

0)( 2 =++ stexKCsMs . 

Come di consueto, affinché tale equazione sia verificata in ogni istante, dovrà essere: 

0)( 2 =++ xKCsMs .1 

Come nel caso dello smorzamento di tipo proporzionale ci si è ricondotti ad un classico 

problema agli autovalori-autovettori. Gli autovalori si ricercano annullando la matrice dei 

coefficienti del problema agli autovettori, ovvero imponendo: 

0]det[ 2 =++ KCsMs . 

Le soluzioni sr (r=1,2,…,2n) della precedente equazione di ordine 2n in ω, essendo le 

matrici M, K e C reali, sono reali o complesse coniugate. Nell’ipotesi di smorzamento 

generale si ha che gli autovalori sr sono generalmente coppie di complessi coniugati, con 

parte reale negativa (come conseguenza delle proprietà generali delle matrici dei sistemi). 

Si ha infatti che per il Teorema Fondamentale dell’Algebra, se sr è un autovalore del 

sistema, lo è anche il suo coniugato sr
* (sr=a+ib, sr

*=a-ib)2. Per il medesimo teorema, se Ψr 

                                              
1 I precedenti passaggi costituiscono una sorta di trasformazione alla Laplace delle equazioni di moto. Se si considera 
infatti l’equazione matriciale di moto e si effettua la Trasformata di Laplace, nell’ipotesi di ricercare esclusivamente la 
soluzione di regime, si ottiene infatti: 
( ) 02 =++ xKCsMs  con )(xLx =  e nxs CC ∈∈   e . 
2 Se s è un numero complesso (come pure un vettore o una matrice di numeri complessi qualsiasi), con il simbolo s* si 
indica il suo complesso coniugato (stessa parte reale, parte immaginaria con segno opposto). 
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è l’autovettore del sistema corrispondente all’autovalore sr, anche il suo coniugato Ψr
* è un 

autovettore e corrisponderà all’autovalore sr
*. 

In sostanza le coppie autovalori-autovettori sono esprimibili come: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

Ψp

ps
 con p=1,2,…,2n, si esprimono come 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

ΨΨ *

*

,

,

rr

rr ss
 con r=1,2,…,n. 

Gli autovalori, essendo dotati di parte reale e parte immaginaria potrebbero essere espressi 

molto genericamente come: 

rrr ibas ±= ; 

con r=1,2,…,n e ar e br numeri reali (utilizzando una volta il segno + e una volta il segno -, 

si ottengono tutti i 2n autovalori, che risultano quindi complessi e coniugati). 

Tuttavia, per ottenere formulazioni simili a quelle già ottenute per i sistemi con un solo 

grado di libertà e per i sistemi MDOF con smorzamento proporzionale, si preferisce di 

esprimerli nella seguente forma: 
21 rnrrnrp is ξωξω −±−=  con r=1,2,…,n. 

… 

Anche per i sistemi con smorzamento viscoso generale permangono le proprietà di 

ortogonalità dei modi propri, solo che in questo caso assumono una forma differente. Si 

prendano infatti due coppie autovalore-autovettore se (sp,Ψp) e (sq,Ψq). 

Sono quindi identità le seguenti relazioni: 

( ) 02 =Ψ++ ppp KCsMs ; 

( ) 02 =Ψ++ qqq KCsMs . 

Premoltiplicando la prima per Ψq
T si ottiene: 

( ) 02 =Ψ++Ψ ppp
T

q KCsMs ; 

trasponendo la seconda e postmoltiplicando per Ψp si ha anche: 

( ) 02 =Ψ++Ψ pqq
T

q KCsMs .3 

Sottraendo membro a membro si ottiene (escludendo a priori il caso sp=sq): 

( ) ( ) 0)()(0)()( 22 =Ψ++Ψ−⇒=Ψ−+−Ψ pqp
T

qqppqpqp
T

q CssMssssCssM  

0)(0)( =ΨΨ+ΨΨ+⇒=ΨΨ+Ψ+Ψ⇒ p
T

qp
T

qqpp
T

qpqp
T

q CMssCssM . (a) 

                                              
3 Nell’ipotesi, sempre verificata, che M sia simmetrica, esattamente come le matrici K e C (per Teorema Maxwell) 
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Moltiplicando la prima per sq e la seconda per sp si ottiene invece: 

( ) 02 =Ψ++Ψ pqqpqp
T

q KssCssMs ; 

( ) 02 =Ψ++Ψ pppqpq
T

q KssCssMs . 

Sottraendo membro a membro si ottiene infine 

( ) ( ) 00)()( =Ψ−Ψ⇒=Ψ−+−Ψ ppq
T

qppqqppq
T

q KsMsssKsssMs  

0=ΨΨ−ΨΨ⇒ p
T

qp
T

qpq KMss .       (b) 

Le relazioni (a) e (b) costituiscono l’equivalente delle proprietà di ortogonalità dei modi 

propri rispetto alle matrici M e K nei sistemi non smorzati, ma sia la forma che l’utilizzo 

pratico sono assai più difficilmente interpretabili. 

La precedenti relazioni assumono un significato più chiaro se ci si riferisce a coppie 

coniugate di autovalori, ovvero se si suppone che sp e sq siano complessi coniugati e che 

quindi risulti 

21 pnppnpp is ξωξω −+−= ; 

2* 1 pnppnppq iss ξωξω −−−== ; 

come pure risulti che Ψq=Ψp
*. 

Si osserva infatti che risulta: 

pnppnppnppnppnpppqp iissss ξωξωξωξωξω 211 22* −=−−−−+−=+=+ ; 

( ) .1

)1)(1(

222222
2

22

22*

nppnpnppnppnppnp

pnppnppnppnpppqp

i

iissss

ωξωωξωξωξω

ξωξωξωξω

=−+=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−=

=−−−−+−==
 

Sostituendo nelle precedenti si ottiene:  

02 =ΨΨ−ΨΨ p
H
pp

H
ppnp CMξω ; 

02 =ΨΨ−ΨΨ p
H

pp
H

pnp KMω ; 

in cui si è indicato con ψp
H l’Hermitiano dell’autovettore ψp, essendo l’operatore 

Hermitiano {x}H del vettore (della matrice) generico x, il vettore (la matrice) trasposto del 

suo complesso coniugato {x}H={x*}T. 

Dalle precedenti relazioni si ottiene direttamente: 
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p

p

p
H

p

p
H

p
pnp m

c

M

C
=

ΨΨ

ΨΨ
=ξω2 ; 

p

p

p
H

p

p
H

p
np m

k

M

K
=

ΨΨ

ΨΨ
=2ω . 

Le grandezze reali mp, kp e cp, possono essere chiamate come massa modale, rigidezza 

modale e coefficiente di smorzamento modale del modo p-esimo (e relativi coefficienti 

adimensionali). Il significato fisico è diverso dai corrispondenti parametri sin qui presentati 

(i valori delle matrici di massa, rigidezza e smorzamento diagonalizzate nei sistemi senza 

smorzamento e con smorzamento proporzionale), nondimeno i valori numerici saranno 

generalmente molto simili. 

Naturalmente se di smorzamento viscoso C è di tipo proporzionale, si ricade con le 

medesime formule, nei casi e nelle definizioni già presentate. 

1.2.5. Moto forzato: smorzamento viscoso 

Nel caso in cui ad un sistema con smorzamento viscoso generale sia applicato un sistema di 

forzanti caratterizzate dalla medesima pulsazione ω, le equazioni di moto si scrivono allora 

nella forma: 
tieFKxxCxM ω

0=++ &&& ; 

la risposta a regime del sistema sarà allora: 
tieXx ω

0= ; 

da cui, sostituendo nella precedente si ottiene: 

( ) titi eFeXKCjM ωωωω 00
2 =++− . 

La relazione che lega quindi gli spostamenti alle forzanti è dunque: 

( ) 0
12

0 FKCjMX −
++−= ωω ; 

quindi la ricettanza del sistema risulta: 

( ) 00
12 )()( FXKCjM ωαωωωα =⇐++−=

− . 

Si osservi ora che la parte in quadratura (parte immaginaria) delle FRFs dipende dalla 

pulsazione ω (al contrario che nel caso con smorzamento strutturale). 

Per ottenere una formulazione analitica dei vari elementi della matrice di ricettanza giova 

passare dalle coordinate fisiche alla notazione con le variabili di stato. 
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Utilizzando tale notazione si passa da un sistema di n equazioni differenziali del II ordine a 

un sistema di 2n equazioni differenziali del I ordine. 

Al posto del vettore delle coordinate fisiche {x} si definisce un vettore di dimensioni (2nx1) 

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
x
x

s
s

s
&2

1 . 

Tale cambiamento di variabile trasforma il seguente sistema di n equazioni differenziali di II 

ordine di moto nelle coordinate fisiche (facendo riferimento al caso del moto libero): 

0=++ KxxCxM &&& ;  

in un sistema del tipo di 2n equazioni differenziali di I ordine nelle variabili di stato: 

Ass =& ; 

ovvero: 

{ } [ ] [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
x
x

A
s
s

A
x
x

s
s

s
&&&

&

&

&
&

2

1

2

1 . 

In effetti la rappresentazione più generale di un sistema meccanico attraverso le variabili di 

stato (tecnica state-space) prevede la definizione di un vettore di stato s attraverso cui 

esprimere la dinamica del sistema libero, di un vettore degli ingressi u (le forzanti) al 

sistema e di un vettore delle uscite y. 

Attraverso una serie di equazioni differenziali del primo ordine che coinvolgono gli stati e 

gli ingressi si analizza la dinamica del sistema; le uscite dallo stesso si prevede possano 

essere, nel caso più generale, una combinazione lineare degli stati e degli ingressi. 

In sostanza un qualsiasi problema meccanico può essere rappresentato dalla forma: 

{ } [ ]{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ } [ ]{ }⎩

⎨
⎧

+=
+=

uDsCy
uBsAs&

. 

La dinamica è quindi rappresentata dalle prime 2n equazioni differenziali del primo ordine 

(n è il numero di gradi di libertà del sistema), le seconde r equazioni algebriche consentono 

di calcolare le uscite in funzione di stati e ingressi. 

Sistema Meccanico 
(stati {s(t)}) 

Ingressi {u(t)} Uscite {y(t)} 

 
Ovviamente le matrici e vettori dovranno avere dimensioni: 
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{ } )12( ×
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= n
x
x

s
&

;  { } { } )1()( ×= mtfu ;  { } )1( ×ry ; 

[ ] )22( nnA × ; [ ] )2( mnB × ; [ ] )2( nrC × ;  [ ] ).( mrD ×  

Ovviamente mentre il numero degli stati del sistema è univoco, in quanto dipende dal 

numero dei gradi di libertà, il numero m degli ingressi e r delle uscite dipendono di volta in 

volta dal numero delle forzanti applicate e dal numero delle variabili che si ha interesse ad 

avere in uscita. 

Se si suppone di avere una forzante che agisce su ogni grado di libertà (m=n), e se si vuole 

portare un uscita tutti gli stati del sistema (posizione e velocità di ogni grado di libertà - 

r=2n), si ha nel caso del seguente sistema con n gradi di libertà: 

{ } [ ] [ ] titi e
F

B
x
x

AseFKxxCxM ωω

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⇒=++
0

0

0
&

&&&&

.
 

Da tale espressione è possibile ricavare facilmente le espressioni analitiche delle matrici A, 

B, C e D dello state-space4.  

Risulta infatti semplicemente: 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

= −− CMKM
I

A 11

0
;…... [ ] ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−1

0
M

B ;…... [ ] [ ]IC = ;…... [ ] [ ]0=D . 

Nel caso in cui si ricerchi la formulazione analitica della matrice di ricettanza, e ci si 

accontenta quindi di portare in uscita unicamente gli stati del sistema, è possibile utilizzare 

una forma alternativa. 

Si ha sempre: 

{ } )12(
2

1 ×
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= n
x
x

s
s

s
&

; 

mentre l’equazione matriciale di moto può essere riorganizzata come segue: 

{ } { } { } { } { } { } { } { }

{ } { } { } { } [ ]{ } [ ]{ } { } .0 00112

00

titi

titi

eFsKsMCeFsKsCsM

eFxK
dt
xdC

dt
xdMeFxKxCxM

ωω

ωω

=+⇒=++⇒

⇒=++⇒=++

&&&

&
&&&

 

A queste n equazioni differenziali del I ordine nelle 2n variabili di stato, per ottenere un 

sistema risolvibile, è necessario affiancare altre n equazioni differenziali del I ordine 

                                              
4 Si raccomanda di non confondere la matrice C dello state-space con la matrice di smorzamento viscoso del sistema. 
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(indipendenti) che coinvolgono ancora le variabili di stato. Una possibilità è quella di 

sviluppare la seguente identità: 

{ } { } { } { } { } { }

[ ]{ } [ ]{ } .000

000 12

=−+⇒

⇒=−⇒=−⇒=−

sMsM

sMsM
dt

xdMxMxMxM

&

&&&&
 

Accoppiando le 2n equazioni così ottenute si ha che il sistema può essere descritto dalla 

seguente espressione matriciale: 

{ } { } tie
F

s
M

K
s

M
MC ω

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
00

0
0

0& . 

Ci si è quindi ricondotti alla forma: 

[ ]{ } [ ]{ } { })(tfsBsA =+& ; 

in cui risulta: 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0M
MC

A ; [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
M

K
B

0
0 . 

Poiché inoltre si può facilmente verificare che la matrice [A] ha determinante non nullo 

(grazie alle proprietà delle matrici M e C5), la precedente forma può anche essere 

trasformata come segue: 

{ } [ ] [ ]{ } [ ] { } { } [ ]{ } { })()(11 tfsCstfAsBAs +=⇒=+ −− &&  

avendo indicato: 

[ ] [ ] [ ]BAC 1−−=  e { } [ ] { })()( 1 tfAtf −= . 

Nel caso in cui non vi siano forzanti, il sistema è regolato dalla seguente equazione 

matriciale: 

[ ]{ } [ ]{ } 0=+ sBsA &  

che rappresenta un sistema di 2n equazioni differenziali lineari del I ordine nelle 2n variabili 

di stato. 

Se si suppone che le soluzioni del sistema siano del tipo: 

                                              
5 Tale proprietà si può dimostrare facilmente grazie alla formula detta Complement Formula di Schur. Se si vuole 
calcolare il determinante di una matrice costituta da più partizioni, ovvero del tipo: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2221

1211

AA
AA

A ; 

sussiste infatti la seguente relazione: 
)det()det()det()det()det( 21

1
2212112212

1
11212211 AAAAAAAAAAA −− −⋅=−⋅= . 
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tess λ
0= . 

Derivando e sostituendo nella precedente si ottiene la seguente relazione: 

[ ] [ ]( ) 00 =+ tesBA λλ . 

Come di consueto, affinché tale equazione sia sempre verificata, dovrà essere: 

[ ] [ ]( ) 00 =+ sBAλ ; 

equazione che si presenta ancora come un problema agli autovalori e autovettori. 

Annullando il determinante della matrice dei coefficienti del precedente sistema algebrico 

lineare si trovano i valori di λ= λr (con r=1,2,…,2n) che consentono di trovare soluzioni s0 

diverse da quella banale (autovalori). 

[ ] [ ]( ) 0det =+ BAλ  

Le soluzioni s0 calcolate in corrispondenza dei 2n autovalori rappresentano gli autovettori ϑr 

del sistema. La matrice modale che si ottiene quindi affiancando i 2n autovettori risulta 

allora quadrata e di dimensioni (2nx2n) 

ϑ=[ϑ1|ϑ2|….|ϑ2n] 

I modi continuano a godere delle proprietà di ortogonalità (questa volta rispetto alle matrici 

A e B), e quindi la matrice modale diagonalizza le matrici A e B. 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

O

O

d
T aAϑϑ  (diagonale); 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

O

O

d
T bBϑϑ  (diagonale); 

e quindi gli autovalori (complessi) risulteranno: 

dr

dr
r a

b
−=λ  con r=1,2,…,2n. 

Parimenti a quanto fino adesso osservato esisterà una matrice modale normalizzante ϑ  tale 

che: 

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

O

O

da
1ϑϑ  
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[ ]IA
T

=ϑϑ ; 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

O

O

λϑϑ B
T

 (diagonale). 

Tornando al caso forzato, si avrà, nell’ipotesi di forzanti armoniche: 

[ ]{ } [ ]{ } { } [ ]{ } [ ]{ } { } tì
tì

eF
eF

sBsAtfsBsA ω
ω

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=+⇒=+
0

)( 0&& . 

Anche la soluzione in termini di variabili di stato sarà del tipo: 

{ } { } tìess ω
0= ; 

da cui derivando e sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene: 

[ ] [ ][ ]{ } { } tìtì eFesBAi ωωω =+ 0 . 

Tale relazione sarà sempre verificata solo se: 

[ ] [ ][ ]{ } { }FsBAi =+ 0ω ; 

e quindi da essa può ricavarsi la ‘ricettanza’ del sistema (in termini di variabili di stato): 

{ } [ ] [ ][ ] { } { } [ ]{ }FsFBAis )(0
1

0 ωαω =⇒+= −   con [ ] [ ] [ ][ ] 1)( −+= BAiωωα . 

Sfruttando le già citate proprietà di ortogonalità: 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] =+=+=
−

ϑϑϑϑϑϑϑϑ BAiωBAiω(ωα TTTT 1
)  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

O

O

O

O

O

O

0

0

0

0

0

0

dddd aibbaiω ω  

In sostanza 

[ ] [ ][ ]

[ ] .

0

1
0

)(

0

1
0

)(
0

0
)( 111

T

dd

dd

T
dd

T

aib

aib
aib

ϑ
ω

ϑωα

ω
ϑωαϑωϑωαϑ

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
=⇒

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
=⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+=

−−−

O

O

O

O

O

O

 

Si può facilmente verificare che la vera ricettanza [ ])(ωα  del sistema (legame tra 

spostamenti e forze) non è altro che la prima partizione (nxn) in alto a sinistra della matrice 
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[ ])(ωα . Parimenti si può verificare che la partizione in basso a sinistra corrisponde con la 

matrice di mobilità [ ])(ωY : 

[ ] [ ]
[ ] ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

**)(
*)(

)(
ω
ωα

ωα
Y

. 

In ogni modo, svolgendo le operazioni matriciali si ottiene che il generico elemento di posto 

ij della matrice di ricettanza estesa [ ])(ωα  ha la forma: 

( ) ( )∑∑∑∑
==== −

=
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
+

=
n

k k

jkik
n

k kdk

jkik
n

k

dk

dk
dk

jkik
n

k dkdk

jkik
ij

iia
i

a
b

a
aib

2

1

2

1

2

1

2

1 )(
)(

λω
ϑϑ

λω
ϑϑ

ω

ϑϑ
ω

ϑϑ
ωα . 

Sia ha inoltre che se kλ  è un autovalore del sistema, per il Teorema Fondamentale 

dell’Algebra, lo è anche il suo complesso coniugato *
kλ . Si ha inoltre che, sempre per il su 

citato teorema, i corrispondenti autovettori sono complessi coniugati, ovvero sono 

rispettivamente kϑ  e 
*
kϑ  (nel caso della matrice modale normalizzante). 

La precedente relazione può quindi essere riscritta come segue: 

( ) ( ) ( )
( )
( )∑∑

== ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

−
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

−
=

n

k k

jkik

k

jkik
n

k k

jkik

k

jkik
ij

iiii 1
*

*

1
*

**

)(
λω

ϑϑ
λω

ϑϑ
λω

ϑϑ
λω

ϑϑωα . 

Sviluppando il generico addendo della precedente sommatoria si osserva che: 

( )
( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( ) 22

*

22

***

**2

***

*

**

*

*

Re2
Re2Re2

Re2 kk

jkikkjkik

kk

jkikkjkikkjkikjkik

kkkk

jkikkjkikjkikkjkik

kk

kjkikkjkik

k

jkik

k

jkik

i
i

i
i

i
ii

ii
ii

ii

λλωω
ϑϑλϑϑω

λλωω
ϑϑλϑϑλϑϑϑϑω

λλλλωω
ϑϑλϑϑωϑϑλϑϑω

λωλω
λωϑϑλωϑϑ

λω
ϑϑ

λω
ϑϑ

+−−

−
=

+−−

+−+
=

=
++−−

−+−
=

=
−−

−+−
=

−
+

−

 

Quindi si ha: 

( ) ( )( )
( )∑

= +−−

−
=

n

k kk

jkikkjkik
ij

i
i

1
22

*

Re2
Re2Re2

)(
λλωω

ϑϑλϑϑω
ωα . 

Per quanto riguarda i numeratori, a parte l’effettivo valore numerico, si può quindi osservare 

che essi sono costituiti da funzioni lineari in ω in cui il coefficiente del termine 

proporzionale alla variabile indipendente è immaginario (si indichi con ijkiα ), mentre quello 
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costante è reale (si indichi con ijkβ ). In tale ipotesi la generica ricettanza può essere riscritta 

nella forma: 

( )∑
= +−−

+
=

n

k kk

ijkijk
ij

i

i

1
22 Re2

)(
λλωω

βωα
ωα ; 

con ijkα  e ijkβ  coefficienti reali. 

Per quanto riguarda il denominatore, è ovvio che gli autovalori del sistema espresso in 

funzione delle variabili di stato devono essere gli stessi ricavati a partire dalle equazioni di 

moto del II ordine (nel paragrafo precedente)6. Si ha quindi: 

21 knkknkkk is ξωξωλ −±−== ; 

da cui è facile verificare che: 
22

nkk ωλ = ; 

knkk ξωλ −=)Re( . 

La generica funzione di ricettanza può quindi essere espressa tramite la seguente relazione: 

( )∑∑
== +−

+
=

++−

+
=

n

k knknk

ijkijk
n

k nkknk

ijkijk
ij

i

i

i

i

1
22

1
22 22

)(
ξωωωω

ωαβ

ωξωωω

βωα
ωα ; 

in cui tutti i coefficienti che vi compaiono sono reali. 

Come è possibile osservare, a parte il numeratore complesso, la precedente formulazione è 

molo simile a quella ricavata nel caso di smorzamento proporzionale, e i singoli addendi 

sono assai simili alla ricettanza di un sistema con un solo grado di libertà e smorzamento 

viscoso. 

Operando il minimo comune multiplo tra i vari addendi si ottiene che la generica funzione 

di ricettanza è una funzione razionale fratta, nella forma: 

)(
)()(

ω
ωωα

D
N

ij = ; 

in cui i polinomi a numeratore e denominatore hanno coefficienti generalmente complessi. 

Si ha inoltre che il denominatore è un polinomio di ordine 2n nella variabile indipendente ω; 

il numeratore è invece costituito da un polinomio in ω  di ordine massimo 2n-1. 

Ritornando brevemente alla notazione in termini di variabili di stato, si ha che nel caso del 

sistema forzato: 

                                              
6 La suddetta proprietà può essere dimostrata utilizzando la precedentemente citata Complement Formula di Schur. 
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[ ]{ } [ ]{ } { } tìeFsBsA ω=+& ; 

sfruttando le condizioni di ortogonalità è possibile anche dimostrare il seguente risultato: 

{ } { }{ } { } { }{ }∑∑
== −

=
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ n

r r

r
T

r
n

r rr

r
T

r

i
F

ia
F

X

X
Xi

X 2

1

2

10

0

0

0

)()( λω
ϑϑ

λω
ϑϑ

ω &
. 

1.3. Conclusioni 

La risposta in frequenza di un qualunque sistema meccanico (smorzato o non) si ottiene 

dalla forma generale: 

∑
= +−

=
n

r rr

r

iD
C

1
22)(

ωω
ωα  

in cui Dr (che può essere nullo nel caso di sistemi non smorzati) è reale, mentre Cr può 

essere anche immaginario. I termini Dr e Cr possono essere al più funzioni lineari di ω. 

2. Modellazione con Matrici di Trasferimento 

Per strutture continue e prive di ramificazioni. 

Il corpo viene discretizzato in n conci (o elementi) di dimensioni opportune, ogni concio (i-

esimo) viene poi idealmente scomposto in due elementi: 

• Un elemento rigido (nodo) nel quale si concentrano le proprietà inerziali del concio. 

• Un elemento elastico (tratto) di lunghezza li privo di proprietà inerziali, nel quale si 

concentrano le proprietà elastiche del concio. 

Si definisce il vettore di stato S, nel quale si organizzano opportunamente le variabili fisiche 

che caratterizzano lo stato di sollecitazione (Forze e momenti) e di deformazione 

corrispondente (spostamenti e rotazioni) della sezione. 

• T
LiS :vettore di stato all’inizio del tratto i-esimo esattamente alla sua interfaccia 

sinistra (Left); 

• T
RiS :vettore di stato alla fine del tratto i-esimo esattamente alla sua interfaccia destra 

(Right); 

• n
LiS :vettore di stato all’inizio del disco i-esimo esattamente alla sua interfaccia 

sinistra (Left); 
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• n
RiS :vettore di stato alla fine del tratto i-esimo esattamente alla sua interfaccia destra 

(Right); 

elemento i

T
LiS T

RiS 1
T
LiS +

T
iT n

iT

elemento i+1

 
Il vettore di stato a destra del tratto i-esimo può essere espresso in funzione di quello a 

sinistra attraverso una matrice di tratto (Ti
T) i cui termini dipendono dalle caratteristiche del 

tratto elastico, cioè: 

{ } { }T T T
Ri i LiS T S⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

e analogamente per il nodo i-esimo 

{ } { }n n n
Ri i LiS T S⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

essendo poi ovviamente, per la congruenza all’interfaccia tratto-nodo: 

{ } { }
{ } { }1

n T
Li Ri

n T
Ri Li

S S

S S +

=

=
 

si ha la trasformazione dell’elemento:  

{ } { }1
T n T T
Li i i LiS T T S+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , 

posso cioè mettere in relazione il vettore di stato di un elemento (i+1) con quello 

dell’elemento precedente (i) attraverso il prodotto di due matrici che contengono le 

caratteristiche di tratto e di nodo rispettivamente. Dato il vettore di stato all’estremo sinistro 

del rotore, applicando in maniera ricorsiva la trasformazione di elemento otteniamo il 

vettore di stato dell’estremo destro del rotore si ottiene: 

{ } [ ]{ }0STS GN =  con [ ] [ ][ ]∏
=

=
N

i

T
i

n
iG TTT

1

. 

2.1. Metodo di Holtzer 

Il presente metodo è utilizzato per il calcolo delle pulsazioni proprie di strutture continue 

non ramificate soggette a vibrazioni torsionali. 
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Rappresenta il prototipo della metodologie basate sul metodo delle matrice di trasferimento. 

z 
y Mz

izJil

Elemento = tratto+nodo  
Il rotore viene discretizzato in conci od elementi di forma cilindrica di dimensioni 

opportune, ogni concio i viene idealmente scomposto in due elementi: 

• Un disco rigido (nodo) nel quale si concentrano le proprietà inerziali dell’elemento. 

• Un tratto di lunghezza li (pari alla lunghezza del concio), privo di massa, nel quale si 

concentrano le proprietà elastiche dell’elemento.Si definisce il vettore di stato 
z

S
M
ϕ⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

Interrelazioni nel tratto - Noto il vettore di stato all’interfaccia sinistra, basandosi sulla 

teoria dei continui elastici soggetti a torsione semplice, si ricava immediatamente il vettore 

di stato all’interfaccia destra tramite una trasformazione lineare con la matrice di tratto: 

[ ]
T T

T
i

z zRi Li
T

M M
ϕ ϕ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

  con [ ]
1

0 1

i
t

pii

l
GIT

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Interrelazioni nel nodo - Noto il 

vettore di stato all’interfaccia sinistra, basandosi sui fondamenti della dinamica dei corpi 

rigidi, è immediato risalire al vettore di stato all’interfaccia destra tramite una 

trasformazione lineare con la matrice di nodo: 

[ ]
n n

n
i

z zRi Li
T

M M
ϕ ϕ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

  con [ ] 2

1 0

1
n
Ri

zi
T

Jω

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Matrice di trasferimento dell'intero elemento - Imponendo la congruenza del vettore di 

stato all’interfaccia tratto-nodo (stato destro del tratto = stato sinistro del nodo), si ha che: 

[ ]
1

T T
n
i

z zLi Ri
T

M M
ϕ ϕ

+

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 

[ ] [ ]
1

T T
n T
i i

z zLi Li
T T

M M
ϕ ϕ

+

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
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[ ] [ ]
2 2

1

1

pin T
i i

i
zi zi

pi

li
GI

T T
lJ J

GI
ω ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎛ ⎞
⎢ ⎥− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

. 

Quindi, in sostanza: 

1. Si discretezza un rotore (struttura continua → ∞ g.d.l.) in n elementi → n g.d.l → n 

pulsazioni naturali; 

2. Si sceglie un verso con cui percorrere tutta la struttura del rotore (ad. esempio 

dall’estremo sinistro verso l’estremo destro); 

3. Dato il vettore di stato all’estremo sinistro del rotore, applicando in maniera ricorsiva 

la trasformazione di elemento, otteniamo il vettore di stato dell’estremo destro del 

rotore: 

[ ] [ ]
1

2 2
11 12

2 21 021 22

( ) ( )

( ) ( )

N n T k k
k kkz z zN L k k

T T
T T

M M MT T

ω ωϕ ϕ ϕ

ω ω=

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎢ ⎥= =∏⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

 

4. Si impone la congruenza con le condizioni di vincolo (nell’ipotesi che le sezioni 

vincolate siano gli estremi del rotore). 

Supponiamo ad esempio di avere un sistema incastrato. 

0 N

 
Ovviamente in questo caso risulterà sempre: 

2 2
11 12

2 2
021 22

( ) ( ) 0
0 ( ) ( )

k k

zN k k

T T
MT T

ω ωϕ

ω ω

⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫
⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

 

Tale sistema ammette soluzione diversa da quella banale (Mz=0 assenza di vibrazione 

torsionale) se e solo se T22=0. 

Poiché i termini Tij sono funzioni di tipo polinomiale di ω2, imporre tal condizione 

corrisponde a trovare gli zeri del polinomio T22(ω2), che inoltre è di ordine 2n con solo le 

potenze pari. 

Quindi ogni valore ωk così trovato costituisce una delle pulsazioni proprie (e quindi anche 

naturali) del rotore. Infatti le pulsazioni proprie di un sistema vibrante sono le uniche 

pulsazioni con cui il sistema può effettuare vibrazioni armoniche che si mantengono 
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teoricamente invariate fino a che non intervenga un qualche altro fattore esterno. 

Naturalmente le pulsazioni (e quindi le frequenze) proprie sono funzione delle 

caratteristiche geometriche e meccaniche del rotore, ma anche delle varie condizioni al 

contorno. Una qualsiasi oscillazione che si inneschi a pulsazioni diverse da quelle proprie 

verrebbe rapidamente estinta grazie all’effetto delle reazioni vincolari e/o delle azioni 

interne al rotore stesso. 

ϖ 1
ϖ2

ϖ3

ϖ

Tij

 
Difetti del metodo: 

• non fornisce alcuna informazione sui modi di vibrare; 

• Per strutture ramificate la soluzione è possibile, ma richiede strutture di calcolo particolari 

caso per caso, difficilmente generalizzabili. 

2.2. Metodo di Miklestadt 

Scopo : calcolo delle frequenze proprie (e quindi naturali) di una trave elastica continua di 

sezione variabile soggetta a sole deformazioni flessionali (nato per ali aerei). 

x
z

y

portanza
                       

x
z

y

ω

elemento i_esimoFx

 
La deformata della trave è nel piano x,z. 

Analogamente a quanto si fa nel metodo di Holzer, la trave viene suddivisa in conci 

(elementi) di lunghezza opportuna. Ciascun concio viene idealmente scomposto in due 

sottosistemi: 

•Un tratto di lunghezza li pari a quella del concio stesso nel quale si concentrano tutte le 

proprietà elastiche dell’elemento; 

•Un nodo nel quale si concentrano tutte le proprietà inerziali del concio di partenza. 
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y, asseall' attorno flettente momento
 x,assel' lungo taglio

y, asseall' attorno rotazione
 x,assel' lungo freccia

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

y

x

M
F

u

S
ϕ

 

Con le stesse convenzioni usate nella descrizione del metodo di Holzer e tenendo conto che 

; ;du dM T
dz dz

ϕ= =  possiamo determinare la due matrici di trasferimento (di tratto e di nodo) 

che consentono, noto il vettore di stato in una delle interfacce estreme dell’elemento di 

individuare il vettore di stato nella interfaccia opposto con una semplice trasformazione 

lineare. 

Interrelazione di tratto: teoria dei continui elastici soggetti a flessione semplice 

[ ]

i i

t t

t
ix x

y yR L

u u

T
F F
M M

ϕ ϕ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

   con [ ]
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t i ii
y y
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l

χ⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟− +

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Dove: 

li –lunghezza del tratto i-esimo; 

E – modulo di Young; 

G – modulo di elasticità trasversale; 

Ai – area di sezione del tratto i-esimo; 

 χ -fattore di taglio; 

Jy –momento della sezione; 

ω – pulsazione della vibrazione ; 

mi – massa dell’elemento i-esimo; 

Jy – momento d’inerzia. 

Interrelazione di nodo: fondamenti della dinamica dei corpi rigidi 

[ ]

i i

n n

n
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y yR L
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T
F F
M M

ϕ ϕ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫
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Matrice di trasferimento dell’intero elemento: congruenza del vettore di stato 

all’interfaccia tratto-nodo. 

{ } [ ] [ ] { }1
n TT T

Li Lii iS T T S+ = . 

Quindi praticamente si procede come segue: 

1. Si sceglie un verso con cui percorrere tutta la struttura del rotore (ad. esempio 

dall’estremo sinistro verso l’estremo destro); 

2. Dato il vettore di stato all’estremo sinistro del rotore, applicando in maniera ricorsiva 

la trasformazione di elemento, otteniamo il vettore di stato dell’estremo destro del 

rotore: 

{ } { }2 2
0

1
( ) ( )

N n T
N k kk

S T T Sω ω
=

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∏ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 

3. Si impongono le condizioni al contorno (vincoli), e si constata che le soluzioni non 

banali si ottengono solo in corrispondenza di particolari valori di ϖ che annullano il 

determinante di una sottomatrice 2x2 (variabile in funzione dei vincoli) estratta da 

quella indicata al punto precedente. 

Ad esempio, per una trave incastrata all’estremo sinistro si ha: 

0 N

 
2 2 2 2

11 12 13 14
2 2 2 2

21 22 23 24
2 2 2 2

31 31 33 34
2 2 2 2 041 42 43 44

( ) ( ) ( ) ( ) 0
0( ) ( ) ( ) ( )

0 ( ) ( ) ( ) ( )
0 ( ) ( ) ( ) ( )

x

yN

T T T Tu
T T T T

FT T T T
M

T T T T

ω ω ω ω

ω ω ω ωϕ

ω ω ω ω

ω ω ω ω

⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥⎣ ⎦

33 33

43 44

0

0
x y

x y

T F T M

T F T M

⋅ + ⋅ =⎧⎪⇒ ⎨ ⋅ + ⋅ =⎪⎩
 

Affinché tale sistema ammetta soluzione diversa da quella banale (sistema non sollecitato 

Fx=0; My=0) deve annullarsi il determinante della matrice dei coefficienti (funzione di ω2): 

33 34
33 44 34 34

34 44
0 0

T T
T T T T

T T
= ⇒ ⋅ − ⋅ =  

Poiché i termini Tij sono funzioni di tipo polinomiale di ω2 ciò corrisponde a trovare gli zeri 

del polinomio, che sono le pulsazioni naturali ωk cercate. 

0 0
0; 0;

0; 0;x yN N

u

F M

ϕ= =

= =
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3. Modelli a Parametri Distribuiti 

L’analisi di un sistema continuo, che ha infiniti gradi di libertà, può essere vista come 

estrapolazione dell’analisi di sistemi discreti a N GdL con N tendente a infinito. 

Analiticamente nel continuo però si ha a che fare con equazioni alle derivate parziali in 

quanto le grandezze che definiscono il moto del sistema sono funzioni contemporaneamente 

sia dal tempo t, sia dallo spazio. 

Per ottenere modelli matematici che riproducano assai fedelmente la realtà fisica, tutti i 

sistemi reali andrebbero essere studiati come continui. Tuttavia non è possibile trovare la 

soluzione esatta delle equazioni differenziali alle derivate parziali se non in casi 

particolarmente semplici: in strutture complesse la soluzione analitica, utilizzando le 

equazioni proprie del continuo, non è ottenibile. In questi casi bisogna quindi ricondursi a 

schemi discreti, mediante metodologie a parametri concentrati o agli elementi finiti. 

I sistemi continui che studieremo si limitano a casi semplici per i quali è possibile la 

trattazione analitica in forma chiusa. 

3.1. VIBRAZIONI TRASVERSALI NELLE FUNI 

Detta x l’ascissa corrente lungo la fune, si introducono alcune ipotesi semplificative. 

Si assume costante lungo la fune la tensione T, ottenuta precaricando assialmente la fune. 

Il moto della fune avviene in un piano qualunque contenente l’asse della fune: a tale scopo 

si deve ritenere la fune dotata di simmetria rispetto al suo asse baricentrico 

y

dx

x

T
β 'β

T  
Per l’equilibrio in direzione y di un elemento di fune di massa dxρ  (ρ densità lineare) si ha: 

'dx y Tsen Tsenρ β β
⋅⋅

⋅ = − + ; 

cioè: 

2 2

2 2
y y y ydx T T dx

x xt x
ρ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
⋅ = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠

; 
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2 2

2 2
y T y

t xρ
∂ ∂

=
∂ ∂

; 

indicando con Tc
ρ

=  ([m/s]) velocità con cui si propaga l’onda, 
2 2

2
2 2
y yc

t x
∂ ∂

=
∂ ∂

. 

L’integrale generale di questa equazione differenziale (soluzione di D’Alambert) può essere 

scritto nella forma: 

1 1 2 2( , ) ( ) ( )y x t c f x ct c f x ct= ⋅ + + ⋅ − . 

La precedente funzione rappresenta due onde che si propagano in versi opposti con velocità 

c; f1 e f2  sono due funzioni che dipendono dai vincoli, dallo smorzamento, dalle riflessioni 

ecc… 

E’ però più conveniente utilizzare l’approccio di Fourier (che fornisce la soluzione in forma 

chiusa di equazioni differenziali alle derivate parziali), scrivendo la soluzione nella forma: 

( , ) ( ) ( )y x t x f tϕ= ⋅ ; 

la soluzione può essere quindi immaginata come il prodotto di due funzioni che dipendono 

una (ϕ) solo dallo spazio, l’altra (f) solo dal tempo. 

Se si ricercano moti armonici che non si estinguono nel tempo si può supporre che 

( ) j tf t e ω=  (funzione armonica di pulsazione incognita); 

quindi sarà anche: 
tjextxy ωϕ )(),( = . 

Quindi si ha: 

( ) ( )

2 2

2 2

2
2

2

''i t i t

i t

y e e
x x

y x e
t

ω ω

ω

ϕ ϕ

ϕ ω

∂ ∂
= =

∂ ∂

∂
= ⋅ −

∂

 

da cui: 

( ) ( ) ( )2 2 ''i t i tx e c x eω ωϕ ω ϕ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ . 

Poiché tale equazione deve essere valida per ogni t, e indicando con 
c
ωα = , si ha: 

( ) ( )2 '' 0x xα ϕ ϕ⋅ + = ; 
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che è un’equazione differenziale ordinaria del 2°ordine nella sola variabile x, la cui 

soluzione è ( ) sin( ) cos( )x A x B xϕ α α= + . 

Se la fune ha lunghezza l ed è tesa agli estremi, le condizioni al contorno (di vincolo) sono: 

per x=0, y=0; per x=l, y=0 ;da cui si ricava B=0 e ( )sin 0l l kα α π= ⇒ = . 

Pertanto le pulsazioni proprie con cui si muove il sistema continuo sono k
k T
l
πω

ρ
= , e 

sono infinite al variare di k, quindi la legge diventa: ( , ) sin( ) kj tky x t A x e
l

ωπ
= ⋅ . 

Poiché il sistema è lineare, esso nel caso più generale vibrerà dunque secondo una 

combinazione lineare di funzioni armoniche alle pulsazioni kω  (con k intero positivo): 

1
( , ) sin( )

T kj t
l

k
k

ky x t A x e
l

π
ρπ∞

=
= ⋅∑ ; 

in cui i coefficienti Ak della combinazione lineare sono da determinare con le condizioni 

iniziali. 

Studiando un qualsiasi sistema continuo quindi si avranno sempre infinite pulsazioni proprie 

e, corrispondentemente, infiniti modi di vibrare. Nel sistema continuo è inoltre possibile 

descrivere la generica deformata del moto a regime come combinazione lineare dei modi 

propri di vibrare. 

Nella figura seguente si riportano, a titolo di esempio, le prime tre deformate (modi di 

vibrare) di una corda tesa (relative quindi alle prime tre pulsazioni proprie). 

1ω

2ω

3ω
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3.2. VIBRAZIONI LONGITUDINALI DI UNA TRAVE CONTINUA 

Analizziamo le vibrazioni longitudinali (onde di pressione) nell’intorno della condizione di 

equilibrio statico in travi aventi una dimensione, quella longitudinale, preponderante rispetto 

alle altre. La trave è omogenea, continua, a sezione (A) costante. 

y

dx

x

N+dNN

u(x,t)

 
Analizziamo il concio elementare di lunghezza dx, facendone l’equilibrio in direzione x 

2

2

)(
t
uAdxNdNN

∂
∂

=−+ ρ  

u(x,t) rappresenta lo spostamento della sezione della trave in direzione x, ρ è la densità del 

materiale. 

Essendo poi 
x
uAEAEAN

∂
∂

=== εσ , l’equazione diventa: dx
t
uAdx

x
uAE 2

2

2

2

∂
∂

=
∂
∂ ρ  e 

semplificando: 

2

2

2

2

t
u

x
uE

∂
∂

=
∂
∂

ρ
; 

indicando con 
ρ
Ec =  ([m/s]) si perviene a un’equazione formalmente uguale a quella del 

caso della fune tesa: 

2

2

2

2
2

t
u

x
uc

∂
∂

=
∂
∂ . 

Poniamo come nel caso precedente: 
tjextxu ωϕ )(),( = ; 

l’equazione diventa: 

⇒=+ 0)()('' 2

2

x
c

x ϕωϕ  ( ) ( )2 '' 0x xα ϕ ϕ⋅ + = ; 

la cui soluzione è ( ) sin( ) cos( )x A x B xϕ α α= + . 
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Le condizioni al contorno nel caso di trave di lunghezza l, incastrata all’estremo sinistro 

sono: 

per x=0, u=0; per x=l, N=0; 

da cui, poiché: 

tjexEA
x
uEAN ωϕ )('=

∂
∂

= ; 

si ricava B=0 e ππααα kllA +=⇒=
2

0)cos(  , con k intero. 

Le pulsazioni proprie con cui si muove il sistema continuo sono 
2

)12( π
ρ

ω
l

kE
k

+
= , e sono 

infinite al variare di k. In corrispondenza della generica pulsazione ωk lo spostamento della 

generica sezione di ascissa x sarà allora tj kex
l

ksinAtxu ωπ
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅=
2

12),( . 

Il parametro A lo si trova con le condizioni iniziali, è un numero complesso che contiene 

modulo e fase dell’oscillazione della trave nel tempo; servono perciò due condizioni per 

individuarlo totalmente, per esempio la posizione e la velocità di un punto qualsiasi 

all’istante iniziale. 

Poiché anche stavolta il sistema è lineare, la soluzione generale sarà data dalla 

combinazione lineare degli infiniti moti armonici corrispondenti alle varie ωk : 

∑
∞

=

+

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅=
0

2
)12(

2
12),(

k

t
l

kEj

k ex
l

ksinAtxu
π

ρπ  

Gli infiniti coefficienti Ak si trovano considerando le infinite condizioni iniziali di tutti i 

punti della trave.  

Le prime tre deformate della trave sono riportate nella figura seguente, in cui si può 

osservare che le deformate sono multipli dispari di quarti di seno, per x=0 u=0, per x=l 

0u
x

∂
=

∂
. 

1°

2°
3°
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Se invece la trave fosse incastrata ad entrambi gli estremi (per x=0 u=0, per x=l u=0.) le 

prime deformate sarebbero le seguenti. 

1°

2°3°
 

3.3. VIBRAZIONI FLESSIONALI DI UNA TRAVE CONTINUA 

Analizziamo le oscillazioni trasversali nell’intorno della condizione di equilibrio statico in 

una trave ipotizzando che si tratti di una trave omogenea, elastica e a sezione trasversale S 

costante. Si suppone poi l’assenza di carichi assiali e si analizza il moto solo direzione 

trasversale, coincidente con una direzione principale di inerzia della trave. 

Dalla Scienza delle Costruzioni si sa che per le travi inflesse valgono le seguenti relazioni in 

ogni generica sezione distante x da un estremo: 

S
x

q(x)

x

y

q(x)

M+dM
M

T+dT

T

dx

)()()( xq
dx

xdTdxxqdT =→=

)()( xT
dx

xdM
=  

)()(
2

2

xq
dx

xMd
=  

T(x) = sollecitazione di taglio; 

M(x) = sollecitazione di flessione; 

q(x) = carico distribuito; 

Poiché nelle travi inflesse la deformazione dovuta al taglio è trascurabile rispetto a quella 

dovuta alla flessione è possibile calcolare l’equazione dell’asse della trave, indicando con 

y(x) l’equazione della linea elastica e con ϕ(x) la rotazione di una generica sezione si ha: 

y
x

φ  

2 3

2 3

4

4

( ) ( ) ( ) ( ); ;

( ) ( ) ( ); ( );

II III

IV I

d y x M x d y x T xy y
EJ EJdx dx

d y x q x dy xy y x
EJ dxdx

ϕ

= = = =

= = = =

 

J = momento di inerzia di S rispetto all’asse neutro. 
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Il carico distribuito sulla trave non è altro che la forza di inerzia: 2

2 ),()(
t

txySxq
∂

∂
−= ρ , 

l’equazione della linea elastica diventa allora: 

2

2

4

4 ),(),(
t

txy
EJ

S
x

txy
∂

∂
−=

∂
∂ ρ ; 

indicando con EJc
Sρ

=  ([m2/s]) si arriva a un’equazione formalmente simile a quella dei 

casi precedenti ma con le derivate quarte: 

02

2

4

4
2 =

∂
∂

+
∂
∂

t
y

x
yc  

Anche in questo caso si pone: 

( , ) ( ) j ty x t x e ωϕ= . 

Quindi si ha: 

( ) ( )

4

4

2
2

2

( , ) ( )IV i t

i t

y x t x e
x

y x e
t

ω

ω

ϕ

ϕ ω

∂
=

∂

∂
= ⋅ −

∂

 

da cui: 

( ) 0)()( 22 =⋅−⋅+⋅ titiIV exexc ωω ωϕϕ ; 

sempre vera per ogni t se: 

0)()( 4 =⋅− xxIV ϕαϕ  con 
c
ωα = . 

La soluzione generale è del tipo: 

( ) sin( ) cos( ) sinh( ) cosh( )x a x b x c x d xϕ α α α α= + + + ; 

per cui: 

( )
( )
( )

2 2 2 2

3 3 3 3

cos( ) sin( ) cosh( ) sinh( )

sin( ) cos( ) sinh( ) cosh( )

cos( ) sin( ) cosh( ) sinh( )

I

II

III

x a x b x c x d x

x a x b x c x d x

x a x b x c x d x

ϕ α α α α α α α α

ϕ α α α α α α α α

ϕ α α α α α α α α

= − + +

= − − + +

= − + + +

 

le costanti da determinare sono 4 e vengono imposte con le condizioni al contorno, per 

esempio nel caso di incastro si ha per x=0 si ha y(x)=0 e ϕ(x)=0, per x=l T=0 e M=0. 

Si determinano così le pulsazioni proprie ωk e la le deformate (i modi propri). 
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4. Elementi Finiti 

Tramite il metodo agli Elementi Finti (FEM – Finite Element Method) è possibile modellare 

e risolvere problemi analiticamente esprimibili tramite equazioni differenziali alle derivate 

parziali. Tale metodo è utilizzato largamente nella statica e dinamica strutturale, nonché 

nella fluidodinamica. 

Un corpo continuo (in teoria descrivibile tramite parametri distribuiti) viene discretizzato 

(tramite una mesh – una suddivisione geometrica) in un numero (generalmente molto 

elevato) di elementi mono-, bi-, o tri-dimensionali a seconda delle esigenze di modellazione 

e della sua forma geometrica. Ciascuno di questi elementi (ogni elemento finito – nel senso 

di piccolo, ma non infinitesimo) è caratterizzato da un certo numero di nodi (punti che 

generalmente ne determinano la forma geometrica); ciascuno di essi è dotato di uno o più 

gradi di libertà. Ciascun elemento finito è quindi caratterizzato da un numero di gradi di 

libertà totale costituito dalla somma dei gradi di libertà dei nodi. 

Con tale tecnica si vuol descrivere il comportamento (in termini di spostamenti, velocità e 

stati di tensione e deformazione) di ciascun punto all’interno dell’elemento finito in 

funzione degli spostamenti (generalizzati – possono esserci anche le rotazioni) dei nodi. 

Noti gli spostamenti nodali, attraverso le funzioni di forma (shape functions) è possibile 

caratterizzare completamente il comportamento di ogni punto interno all’elemento finito 

considerato. 

4.1. Alcuni Tipi di Elementi Finiti 

Esistono elementi finiti mono-, bi-, o tri-dimensionali. 

L’elemento BAR è il più semplice elemento finito, ed è mono-dimensionale sia nella forma 

che nel comportamento. Esso è costituito da due nodi, aventi ciascuno un grado di libertà: la 

traslazione nella direzione della congiungente i nodi stessi. 

x 

u1 u2 ux 

 
Tale elemento può rivelarsi molto utile per lo studio delle vibrazioni longitudinali delle 

travi. Il comportamento di ogni punto interno all’elemento, in corrispondenza della 

progressiva x, viene ricostruito sulla base della conoscenza degli spostamenti nodali u1 e u2, 
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ovviamente funzioni del tempo (u1=u1(t), u2=u2(t)). In particolare lo spostamento del 

generico punto in corrispondenza dell’ascissa x sarà funzione dell’ascissa stessa e del 

tempo: ux=ux(x,t). 

L’elemento BEAM è apparentemente molto simile al BAR: è mono-dimensionale nella 

forma ma non nel comportamento. Come il BAR esso è costituito da due nodi, ma questi 

hanno ciascuno due gradi di libertà: possono traslare in direzione normale alla direzione 

della congiungente i nodi stessi, e possono ruotare. 

u1 u2 u1x 

x 

y 

u4 u3 u2x 

 
Tale elemento, avente quindi 4 gradi di libertà, può rivelarsi molto utile per lo studio delle 

vibrazioni flessionali delle travi. Il comportamento di ogni punto interno all’elemento, in 

corrispondenza della progressiva x, viene ricostruito sulla base della conoscenza degli 

spostamenti nodali (generalizzati) u1 , u2, u3, e u4, ovviamente funzioni del tempo (ui=ui(t) 

per i=1,2,3,4). In particolare lo spostamento in direzione y del generico punto in 

corrispondenza dell’ascissa x sarà funzione dell’ascissa stessa e del tempo: u1x=u1x(x,t). 

Qualora interessasse, è possibile anche considerare la rotazione della sezione nell’intorno 

dell’ascissa x: u2x=u2x(x,t). 

Con il termine elemento SHELL (lamina, superficie, guscio) si intende genericamente 

indicare una classe di elementi finiti aventi geometria di tipo bi-dimensionale (ma il loro 

comportamento è generalmente tridimensionale). Esistono elementi con forma di 

parallelogramma (e quindi anche rettangolari) o triangolare (quest’ultima assai utile per 

meshare elementi meccanici di forma irregolare); il numero di gradi di libertà è variabile sia 

in funzione del numero dei nodi (3 o 4), sia del numero dei gradi di libertà del singolo nodo 

(al massimo 6). 
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Tali elementi, aventi quindi un minimo di 3 gradi di libertà (SHELL triangolare con 1 grado 

di libertà per nodo), può rivelarsi molto utile per lo studio di corpi il cui spessore è molto 

sottile rispetto alla superficie. Nel caso più semplice (riportato in figura) il comportamento 

di ogni punto P interno all’elemento, in corrispondenza delle coordinate P≡(x,y), viene 

ricostruito sulla base della conoscenza degli spostamenti nodali (generalizzati) u1 , u2, u3 (e 

u4), ovviamente funzioni del tempo (ui=ui(t) per i=1,2,3(,4)). In particolare lo spostamento 

in direzione z (ortogonale all’elemento) del generico punto in corrispondenza delle 

coordinate (x,y) sarà funzione delle coordinate stesse e del tempo: uxy=uxy(x,y,t). 

Con il termine elemento BRICK (mattone, scatola) si intende genericamente indicare una 

classe di elementi finiti aventi geometria tri-dimensionale (solidi). Esistono elementi di 

forma parallelepipeda o tetraedrica; il numero di gradi di libertà è variabile sia in funzione 

del numero dei nodi (8 o 4), sia del numero dei gradi di libertà del singolo nodo (al massimo 

6). Per un BRICK di forma parallelepipeda, il massimo numero di gradi di libertà è dunque 

48; se si considerano le sole traslazioni nodali, ci si riduce a 24 gradi di libertà. 

x 

y 
P=(x,y,z) 

q 

z 

P=(x,y,z) 
q 

 
Nel caso dell’elemento parallelepiedo riportato in figura a sinistra, il comportamento di ogni 

punto P interno all’elemento, in corrispondenza delle coordinate P≡(x,y,z), viene ricostruito 

sulla base della conoscenza degli spostamenti nodali (generalizzati) degli 8 nodi 

dell’elemento. Ovviamente gli spostamenti nodali generalizzati sono funzioni del tempo 

(ui=ui(t) e in particolare lo spostamento q del generico punto P in corrispondenza delle 

coordinate (x,y,z) sarà funzione delle coordinate stesse e del tempo: q=q(x,y,z,t). 
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Va inoltre detto che esistono elementi finiti con facce centrate (un nodo al centro di ogni 

faccia), e anche elementi a corpo centrato (un nodo nel ‘centro’ dell’elemento finito). Il 

numero di gradi di libertà di un elemento finito solido può risultare quindi anche molto 

superiore a 48. 

4.2. Funzioni di Forma 

Si prenda come riferimento l’elemento BRICK in figura. Associato all’elemento si prende 

un sistema di riferimento cartesiano avente, per semplicità, l’origine coincidente con uno dei 

nodi. Il punto generico all’interno dell’elemento sarà caratterizzato da una terna di 

coordinate cartesiane P=P(x,y,z). Si definisca poi il vettore degli spostamenti (generalizzati) 

dei nodi u(t), costituito dall’insieme delle coordinate (generalizzate) dei singoli nodi, un 

vettore tempo-dipendente. Nel caso in cui i gradi di libertà di ogni nodo siano solo 

traslazioni si ha: 
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Analogamente s definisca il vettore q degli spostamenti (generalizzati) del punto generico P, 

evidentemente funzione della posizione del punto stesso e del tempo. Sarà quindi 

q=q(x,y,z,t) e, nel caso in cui si considerino solo le traslazioni, si avrà: 

{ }
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Tramite le funzioni di forma si ipotizza di riuscire a descrivere in maniera sufficientemente 

precisa, le relazioni che legano lo spostamento q del generico punto P agli spostamenti 
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nodali u. Si suppone inoltre che le funzioni di forma siano dipendenti esclusivamente dalla 

posizione (dalle coordinate x, y e z), per cui si avrà che: 

{ } [ ]{ })(),,(),,,( tzyxStzyx uq = . 

E’ evidente che se q è un vettore (3x1), e se u è un vettore  (3nx1) (supponendo che 

l’elemento abbia n nodi con 3 gradi di libertà ciascuno), allora la [S(x,y,z)] è in effetti una 

matrice di funzioni di forma di dimensioni (3x3n). 

Va detto comunque che di solito si usa supporre che gli spostamenti del generico punto P in 

una certa direzione dipendano esclusivamente dagli spostamenti nodali nella medesima 

direzione. Si ha quindi che la matrice delle funzioni di forma è generalmente costituita a 

blocchi o a bande, ovvero sarà della forma: 
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in cui i ‘blocchi’ Sxx, Syy, Szz, sono delle matrici (1xn), o meglio dei vettori riga con tante 

componenti quanti sono i nodi. 

Le funzioni di forma che compongono la matrice possono, in teoria, essere scelte 

arbitrariamente. In realtà la scelta ricade quasi sempre su funzioni polinomiali di ordine 

opportuno (in dipendenza delle condizioni ‘al contorno’ che possono essere imposte). Le 

funzioni di forma dovrebbero infatti avere le seguenti caratteristiche: 

o essere continue e derivabili fino ad un determinato ordine che dipende dal tipo di 

elemento considerato; 

o se si fa in modo di applicare ai nodi un moto rigido, dai calcoli che verranno 

successivamente sviluppati e che coinvolgono le funzioni di forma e le loro derivate, 

dovrà risultare che l’energia potenziale accumulata dall’elemento sia nulla; 

o se si impone uno stato di deformazione costante (sempre tramite gli spostamenti dei 

nodi), dovrà risultare che anche il conseguente stato di tensione sia costante; 

o se l’elemento è teoricamente isotropo, anche le funzioni di forma dovrebbero essere 

tali; 

o se si considerano elementi adiacenti, aventi quindi alcuni nodi in comune, a parità di 

spostamenti dei nodi in comune, le zone di confine degli elementi devono 

comportarsi in modo congruente. 
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Purtroppo non sempre è possibile trovare funzioni di forma che rispettino tutte le suddette 

proprietà. 

Se per quanto riguarda il legame tra gli spostamenti nodali e quelli del generico punto P, 

identificato dalle coordinate (x,y,z), risulta: 

{ } [ ]{ })(),,(),,,( tzyxStzyx uq = ; 

anche per lo stato di deformazione nell’intorno del medesimo punto vale una relazione del 

tutto simile, ovvero: 

{ } [ ]{ })(),,(),,,( tzyxbtzyx uε = . 

Va specificato che con ε si intende indicare il vettore (colonna) che contiene tutti gli 

elementi del tensore di deformazione nell’intorno del punto P (εxx, εxy, εxz, εyx, ecc…), 

mentre la matrice [b] (di dimensioni opportune dipendenti dalle dimensioni di ε e dal 

numero dei gradi di libertà dell’elemento) sarà costituita dalle derivate parziali delle 

funzioni di forma rispetto alle coordinate (x,y,z). 

Analogamente si può ricavare una relazione che lega lo stato di deformazione allo stato di 

tensione nell’intorno del generico punto P. Risulterà infatti: 

{ } [ ]{ } [ ] [ ]{ })(),,(),,(),,,(),,(),,,( tzyxbzyxEtzyxzyxEtzyx uεσ == ; 

in cui σ è il vettore (colonna) che contiene tutti gli elementi del tensore di sollecitazione 

nell’intorno del punto P (σx, τxy, τxz, τyx, σy,ecc…), mentre la matrice [E] rappresenta un 

qualcosa di analogo al modulo di Young per lo stato di pura compressione. La matrice [E] 

sarà assai spesso una matrice costante, ma nel caso più generale le sue componenti possono 
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dipendere dalla posizione del punto P all’interno dell’elemento, e quindi dalle coordinate 

(x,y,z). 

Si può aggiungere che la velocità del punto P si relaziona alle velocità nodali come segue: 

{ } [ ]{ })(),,(),,,( tzyxStzyx uq && = ; 

essendo, come già detto, le funzioni di forma indipendenti dal tempo. 

Parimenti si può infine ricavare il vettore degli spostamenti virtuali (nodali) del sistema: 

{ } [ ]{ })(),,(),,,( tzyxStzyx uq δδ = . 

4.3. Equazioni di Moto dell’Elemento 

L’obiettivo della tecnica agli elementi finiti è quello di ottenere una serie di equazioni 

differenziali che coinvolgano le gli spostamenti nodali, che descrivano il più fedelmente 

possibile il comportamento dinamico dei soli nodi della struttura. Risolte tali equazioni (in 

funzione delle condizioni iniziali e delle eventuali forzanti) è possibile quindi, tramite le 

funzioni di forma, risalire alla dinamica di ogni punto del sistema. 

E’ evidente quindi che sia il sistema ‘vero’, a parametri distribuiti, che il suo modello agli 

elementi finiti, dovranno avere le medesime caratteristiche dinamiche. Se sottoposti quindi a 

uno stesso stato di deformazione (a cui consegue il corrispondente stato di tensione), a 

spostamenti caratterizzati dalle medesime velocità in corrispondenza dei nodi, a sistemi di 

forze simili, i due sistemi dovranno: 

1. avere la stessa energia potenziale; 

2. avere la stessa energia cinetica; 

3. compiere lo stesso lavoro infinitesimo in corrispondenza dei medesimi spostamenti 

virtuali. 

Per un sistema a parametri distribuiti, l’ energia potenziale, quella cinetica e il lavoro 

sviluppato in corrispondenza ad un sistema di forze distribuite f(x,y,z,t) si trovano come 

segue: 

{ } { }∫=
v

T dVU σε
2
1 ; 

{ } { }∫=
v

T dVT qq &&ρ
2
1 ; 

{ }∫=
v

T dVtzyxfL ),,,(
2
1 qδδ . 
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Nell’ipotesi di voler descrivere la dinamica degli spostamenti nodali attraverso un sistema di 

equazioni differenziali del II ordine alla derivate totali, si avrebbe che il sistema sarebbe 

descritto da una relazione del tutto simile alla seguente: 

{ } { } { })(tKM fuu =+&& . 

Facendo riferimento al suddetto modello, le grandezze riportate in precedenza 

assumerebbero la seguente formulazione: 

{ } { }uu KU T

2
1

= ; 

{ } { }uu && MT T

2
1

= ; 

{ } { })(
2
1 tL T fuδδ = . 

Per trovare quindi le giuste matrici di massa M e rigidezza K, nonché per trasformare il 

sistema di forze distribuite f(x,y,z,t) in un sistema di forze nodali (applicate ai nodi) f(t) 

equivalente, sarà necessario imporre l’uguaglianza delle suddette grandezze nelle due 

forme, utilizzando le funzioni di forma e le loro derivate. 

Uguagliando le rispettive espressioni si ottiene: 
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da cui si ha: 

[ ] [ ][ ]∫=
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dalla quale si ottiene: 

[ ] [ ]∫=
v

T dVzyxSzyxSM ),,(),,(ρ ; 

essendo in generale anche la densità funzione dello spazio, ovvero: 

ρ=ρ(x,y,z). 

Per quanto riguarda la trasformazione delle forze distribuite in forze nodali si ha inoltre: 
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e quindi anche: 

{ } [ ]∫=
v

T dVtzyxfzyxSt ),,,(),,()(f  

Se fossero infine presenti forze concentrate, se queste agiscono in corrispondenza di qualche 

nodo, potrebbero essere direttamente sommate al vettore )(tf  delle forze nodali 

precedentemente calcolato. Nel caso siano invece applicate in punti interni a qualche 

elemento, con una tecnica del tutto analoga a quella presentata in precedenza è possibile 

‘distribuirle’ tra i nodi dell’elemento stesso. 

Si può inoltre aggiungere che quasi sempreù la matrice di rigidezza viene calcolata con la 

tecnica precedentemente riportata; a volte invece la matrice di massa viene ricavata 

semplicemente condensando la massa del sistema in corrispondenza dei nodi. Utilizzando 

infatti la formulazione generale (quella precedentemente sviluppata, che presuppone il 

calcolo di alcuni integrali) si ottiene una matrice delle masse ‘solo’ simmetrica (e non 

diagonale, come visto fino ad ora nei sistemi a parametri concentrati). Inoltre non sono 

infrequenti casi in cui qualche elemento risulti negativo. Invece condensando 

semplicemente la massa in corrispondenza dei nodi si ottiene una matrice delle masse 

diagonale e con gli elementi (quelli non nulli) sempre positivi. 

E’ ovvio che una matrice delle masse diagonale consente di utilizzare algoritmi di calcolo 

più veloci, e le medesime tecniche per la risoluzione delle equazioni relative ai modelli a 

parametri concentrati. Tuttavia va fatto notare che la precisione dei risultati diminuisce 

sensibilmente: per ottenere la stessa precisione del metodo ‘classico’ è quindi necessario 

incrementare il numero di elementi finiti. 

Vale la pena solo accennare che nel caso l’oggetto dell’analisi di un sistema meccanico 

siano le pulsazioni proprie: se si prende come soluzione ‘vera’ quella ottenibile tramite le 

tecniche di analisi con i parametri distribuiti, le pulsazioni proprie ottenibili con la 

modellazione FEM risulteranno superiori a quelle vere, quelle ottenibili con i modelli a 

parametri concentrati saranno invece inferiori. 
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4.4. Rotazione delle Equazioni di Moto 

Con la trattazione fin qui esposta sono state ricavate le equazioni di moto dell’elemento: 

{ } { } { })(tKM fuu =+&& . 

Risolvendo le precedenti equazioni differenziali di II ordine si può determinare il 

comportamento di ogni punto P=(x,y,z) interno all’elemento considerato. Va osservato 

tuttavia che sia le equazioni che le coordinate del punto considerato sono relative al sistema 

di riferimento locale dell’elemento stesso. 

Per modellare un sistema meccanico (e non), è in generale necessario suddividerlo in un 

gran numero di elementi. Per ottenere l’equazione dell’intero sistema c’è quindi bisogno di 

‘assemblare’ le equazioni dei vari elementi, ma prima occorre che queste siano riferite ad un 

unico sistema di riferimento, che chiameremo riferimento globale. 

E’ noto che è possibile esprimere le coordinate di un punto rispetto a più sistemi di 

riferimento, pur rimanendo questo univocamente determinato (da una diversa terna di 

coordinate cartesiane per ognuno dei sistemi di riferimento considerati). E’ inoltre di 

conoscenza comune il fatto che per passare da un certo sistema di riferimento ad un altro è 

sufficiente operare una semplice trasformazione che si concretizza nella pre-moltiplicazione 

del vettore delle coordinate nel ‘vecchio’ sistema di riferimento per la cosiddetta matrice di 

rotazione. Quest’ultima è costituita dall’insieme dei coseni direttori degli assi di un sistema 

di riferimento (3 per ogni asse) espressi rispetto agli assi dell’altro. 

Si ha quindi che una matrice di rotazione R è esprimibile genericamente nella seguente 

forma: 
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in cui lx, mx e nx sono i coseni direttori dell’asse x di uno dei sistemi di riferimento rispetto ai 

tre assi coordinati dell’altro, e medesimo significato assumono le altre terne (ly, my e ny) e 

(lz, mz e nz).7 

                                              
7 Nel caso tra le coordinate nodali generalizzate non vi siano solo spostamenti, ma anche rotazioni, la matrice di 
rotazione R assumerà una forma più complessa, ma le sue caratteristiche generali e il suo modo di utilizzo non 
subiranno sostanziali variazioni. 
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Nel nostro caso si ha quindi che le coordinate del generico nodo (i-esimo) dell’elemento 

espresse nel sistema si riferimento locale { }liu , possono essere espresse in funzione delle 

corrispondenti coordinate nel riferimento globale { }giu  attraverso la relazione: 
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Ovviamente vale anche la relazione inversa, ossia: 

{ } { }ligi uu 1−= R . 

La matrice di rotazione R ha inoltre la proprietà che la sua inversa coincide con la trasposta 

(R-1=RT), e questo può essere facilmente dimostrato osservando che la matrice R-1 

costituisce anch’essa una matrice di rotazione per passare dal riferimento globale a quello 

locale. Ovviamente poiché gli angoli che formano tra di loro gli assi dei due sistemi di 

riferimento non mutano, così come i relativi coseni direttori. Nella matrice di rotazione 

tuttavia questi vanno organizzati in maniera diversa a seconda se si vuole passare dal 

sistema di riferimento locale a quello globale o viceversa: con facili passaggi si può 

verificare che effettivamente le due matrici sono l’una la trasposta dell’altra. 

Le equazioni di moto precedentemente ricavate, sono ovviamente riferite ai singoli sistemi 

di riferimento locali dei vari elementi, per cui sarebbe più corretto indicarle come segue: 

{ } { } { }lllll tKM )(fuu =+&& . 

Il vettore delle coordinate nodali { }lu  altro non è che l’insieme delle coordinate cartesiane di 

ogni singolo nodo, espresse ovviamente rispetto al sistema di riferimento locale: 
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Per trasformare le coordinate cartesiane di tutti i nodi dell’elemento dal sistema di 

riferimento locale a quello globale è quindi necessario utilizzare una matrice in grado di 

ruotare le coordinate di ogni nodo da un sistema di riferimento all’altro. Non è difficile 

immaginare che la matrice R’ in grado di soddisfare tale esigenza sia costituita da un 

opportuno ‘assemblaggio’ di singole matrici di rotazione, ovvero: 
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Si potrebbe inoltre facilmente dimostrare che anche la matrice R’ gode di tutte le proprietà 

comuni alle matrici di rotazione, ed in particolare che: 

[ ] [ ]TR'R' =−1 . 

Partendo dall’equazione (matriciale) di moto del singolo elemento, premoltiplicando per 

l’inversa della matrice di rotazione ‘estesa’ R’ si ha: 

[ ] { } [ ] { } [ ] { }lllll tKM )(111 fR'uR'uR' −−− =+&& . 

Esprimendo dunque le coordinate nodali nel sistema di riferimento globale, si ottiene: 

[ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ } [ ] { }lglgl tKM )(111 fR'uR'R'uR'R' −−− =+&& ; 

oppure, considerando che le matrici di rotazione inverse e trasposte coincidono: 

[ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ } [ ] { }l
T

gl
T

gl
T tKM )(fR'uR'R'uR'R' =+&& . 

A questo punto, indicando con: 

[ ] [ ]R'R' l
T

g MM = ; 

[ ] [ ]R'R' l
T

g KK = ; 

{ } [ ] { }l
T

g tt )()( fR'f = ; 

l’equazione matriciale di moto può essere riscritta come segue: 

{ } { } { }ggggg tKM )(fuu =+&& ; 
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da cui risulta chiaro che con le precedenti operazioni si è solamente effettuata una 

trasformazione dell’equazione di moto del sistema: sfruttando le equazioni ottenute rispetto 

al sistema di riferimento locale, si sono trovate relazioni egualmente valide (caratterizzanti 

la dinamica dell’elemento), ma espresse nel sistema di riferimento globale. 

4.5. Assemblaggio delle Equazioni di Moto 

Una volta ottenuta l’equazione di moto per ciascun elemento del sistema (e tutte le 

equazioni riferite al medesimo sistema di riferimento), è possibile assemblare le matrici di 

massa e rigidezza ed il vettore delle forzanti nodali in modo da ottenere una unica equazione 

(matriciale) per l’intero sistema che conservi le stesse caratteristiche meccaniche del sistema 

originario. Ciò significa imporre che il sistema globale abbia la stessa energia cinetica e 

potenziale, e che compia lo stesso lavoro del sistema fisico, se sottoposto allo stesso ‘set’ di 

spostamenti virtuali. 

In tale operazione ci aiuta il fatto che l’energia potenziale e quella cinetica sono grandezze 

semplicemente additive, per le quali si ha quindi che: 

{ } [ ] { }∑=
i

gigi
T
gi MT uu &&2  

{ } [ ] { }∑=
i

gigi
T
gi KU uu2  

in cui 

[ ]giK , [ ]giM  e { }giu  sono rispettivamente le matrici di rigidezza, massa e vettore degli 

spostamenti nodali di ogni singolo elemento (i-esimo). 

Si procede costruendo un unico vettore { }gu  che contiene tutte le coordinate modali di tutti i 

nodi del sistema. Ovviamente quindi le coordinate nodali { }giu  del generico elemento del 

sistema altro non sono che un sottoinsieme del vettore { }gu . L’obiettivo è quello di ricavare 

una unica equazione (matriciale) che governi la dinamica del sistema, le cui le matrici di 

massa e rigidezza dovranno assicurare l’uguaglianza con l’energia cinetica e potenziale del 

sistema fisico, ovvero: 

{ } [ ] { }gg
T
g MT uu &&=2 ; 

{ } [ ] { }gg
T
g KU uu=2 . 

Dalle precedenti relazioni si ottiene quindi che: 
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{ } [ ] { } { } [ ] { }∑=
i

gigi
T
gigg

T
g MM uuuu &&&& ; 

{ } [ ] { } { } [ ] { }∑=
i

gigi
T
gigg

T
g KK uuuu ; 

ovvero che le matrici di massa e rigidezza globali del sistema si possano ottenere 

‘sommando’ le matrici di massa e rigidezza dei vari elementi che lo compongono. 

Il termine ‘somma’ è in effetti improprio e andrebbe sostituito con ‘assemblaggio’; tale fatto 

è assai evidente se si pensa al fatto che la matrici di massa e rigidezza dei singoli elementi 

hanno dimensioni dipendenti dal numero di gradi di libertà del singolo elemento, mentre 

quelle relative all’intero sistema hanno dimensioni pari alla somma dei gradi di libertà di 

tutti i nodi del sistema. 

Tuttavia è possibile ridursi ad una somma vera e propria di matrici, al fine di ottenere le 

matrici globali del sistema. Si può infatti osservare che il vettore { }gu  degli spostamenti 

nodali dell’intero sistema altro non è che l’estensione del vettore degli spostamenti nodali 

del generico elemento (i-esimo) { }giu  del sistema. 

Estendendo in maniera analoga le matrici di massa e di rigidezza e il vettore delle forzanti 

nodali del singolo elemento (aggiungendo un cero numero di zeri nelle posizioni più 

opportune) è possibile riscrivere l’equazione di moto dell’elemento lasciando inalterata la 

sua energia cinetica e potenziale (nonché il lavoro virtuale), ma facendo in modo di portare 

le matrici di massa e rigidezza del sistema, e il vettore delle forzanti nodali, alle medesime 

dimensioni delle matrici del sistema globale: 

[ ] { } [ ] { } { } [ ] { } [ ] { } { }giggiggigigigigigi tKMtKM )()( fuufuu =+⇒=+ &&&& ; 

in cui si avrà: 

[ ] [ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00

00

O

O

gigi MM ; [ ] [ ]
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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00

00

O

O

gigi KK ; 

{ }

g

igi tt

⎪
⎪
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⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

0

)(

0

)(
M

M

ff ; { }

{ }

{ }

{ }
gn

ig

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

u

u

u

u
M

M
1

. 
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Riprendendo le espressioni già ricavate in precedenza si ha quindi che: 

{ } [ ] { } { } [ ] { } { } [ ] { } { } [ ] { }g
i

gi
T
g

i
ggi

T
g

i
gigi

T
gigg

T
g MMMM uuuuuuuu &&&&&&&& ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=== ∑∑∑ ; 

{ } [ ] { } { } [ ] { } { } [ ] { } { } [ ] { }g
i

gi
T
g

i
ggi

T
g

i
gigi

T
gigg

T
g KKKK uuuuuuuu ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=== ∑∑∑ ; 

da cui si evince che le matrici di massa e di rigidezza dell’intero sistema si ottengono 

semplicemente sommando le matrici di massa e rigidezza ‘estese’ relative a ciascun 

elemento: 

[ ] [ ] ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

i
gig MM ; 

[ ] [ ] ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

i
gig KK . 

Procedendo in maniera analoga si può ottenere che il vettore delle forzanti nodali globale si 

ottiene sommando i singoli vettori delle forzanti nodali ‘estese’ relative a ciascun elemento: 

{ } { } ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

i
gig tt )()( ff  

Va tuttavia fatto notare che all’interno dei vettori rappresentanti le forze nodali agenti sui 

singoli elementi vanno computate anche le ‘reazioni vincolari’, ovvero le forze a cui è 

soggetto l’elemento considerato e che nascono dall’interazione con gli elementi contigui in 

corrispondenza dei nodi. Se tali forze sono evidentemente da considerarsi come ‘esterne’ 

all’elemento, esse sono tuttavia ‘interne’ all’intero sistema: esse sono infatti essenziali per la 

dinamica del singolo elemento, ma non altrettanto per la dinamica dell’intero sistema. 

Se quindi la forza nodale )(tkif  agente sul k-esimo nodo appartenente all’ i-esimo elemento 

è la reazione vincolare che si origina a causa della interazione con il contiguo j-esimo 

elemento, è evidente che per il Principio di Azione e Reazione sul medesimo nodo agirà 

anche la forza nodale )(tkjf  e sarà tale che: 

)()( tt kikj ff −= . 

Nell’equazione che regola la dinamica dell’i-esimo elemento apparirà quindi la forzante 

nodale )(tkif ; nell’equazione che regola la dinamica del j-esimo elemento apparirà la 

forzante nodale )(tkjf ; nell’equazione che regola la dinamica dell’intero sistema apparirà 

invece la somma: 
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0)()()()()( =+−=+= ttttt kikikikjk fffff . 

In sostanza nel vettore delle forzanti nodali dell’equazione globale del sistema appariranno 

esclusivamente le forze effettivamente esterne al sistema. 

4.6. Introduzione dei Vincoli 

Una volta espresse le equazioni del sistema ‘libero’, ovvero non soggetto a condizioni 

vincolari esterne, è opportuno imporre le effettive ‘condizioni al contorno’. E’ questa una 

delle fasi più delicate della modellazione in quanto, ad esempio, un vincolo che può essere 

in prima approssimazione interpretato come un incastro perfetto può non essere  in grado di 

descrivere con sufficiente approssimazione la realtà. 

E se la soluzione più naturale al su citato problema sembra essere quella di sostituire 

l’incastro perfetto con un vincolo cedevole, l’attribuire a tale vincolo la giusta rigidezza è 

tutt’altro che banale. 

F 

F 

 
Nel caso più semplice in cui tutti i vincoli si considerano ideali, si ha dunque che un certo 

numero k di nodi sono costretti a rimanere bloccati, per cui si sa già che le soluzioni delle 

relative equazioni di moto saranno: 

0)( =tju ; 

in cui l’indice j assume tutti i k valori corrispondenti ai nodi rigidamente vincolati. 

Le equazioni del sistema vincolato si possono quindi ricavare dalle equazioni del sistema 

libero eliminando le equazioni differenziali relative ai nodi vincolati, ovvero eliminando dal 
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vettore degli spostamenti nodali i componenti relativi ai nodi vincolati (stesso trattamento 

ovviamente per il vettore delle forzanti nodali). Contemporaneamente, dalle matrici di 

massa e rigidezza dovranno essere eliminate tutte le righe e le colonne con gli indici 

caratteristici dei nodi vincolati. L’eliminazione delle equazioni di moto dei suddetti nodi 

comporta la perdita completa dei contributi all’energia potenziale e cinetica dell’intero 

sistema dovuti agli spostamenti (e alla velocità) di tali nodi. 

Questa procedura richiede, da una parte una riduzione delle dimensioni delle matrici e dei 

vettori del sistema con meccanismi che a volte possono risultare piuttosto complessi, 

dall’altra non consente il calcolo delle reazioni vincolari. 

Una tecnica assai frequentemente utilizzata è quella di inserire nella matrice di rigidezza del 

sistema, in corrispondenza dei nodi vincolati, una rigidezza fittizia di valore assai elevato. 

Con tale tecnica le matrici di massa, rigidezza e i vettori degli spostamenti nodali possono 

rimanere inalterati. I nodi che dovrebbero essere rigidamente vincolati subiscono in effetti 

spostamenti piccolissimi (tanto più piccoli quanto maggiore sarà la rigidezza fittizia che 

viene introdotta), che il che comporta quindi l’introduzione di un certo margine di errore. 

Tale piccolo errore consente tuttavia di calcolare le reazioni vincolari come il prodotto tra 

gli spostamenti risultanti dei nodi vincolati e le rigidezze fittizie appositamente introdotte. 

Se quindi si considera anche il fatto che un vincolo reale non sarà mai del tutto ideale, tale 

tecnica ci consente di poter effettuare il ‘tuning’ delle rigidezze vincolari affinché i risultati 

del modello siano il più aderenti possibile alla realtà, e permette inoltre il calcolo 

contestuale delle reazioni vincolari. 

Volendo generalizzare i discorsi fin qui sviluppati, nel caso in cui si supponga di avere 

vincoli ideali, si avrà che alcuni nodi saranno vincolati, gli altri saranno liberi. 

Riorganizzando opportunamente il vettore delle coordinate nodali è possibile raggruppare 

tali nodi nei due sottoinsiemi rispettivamente indicati con { }vu  e { }lu . Così facendo anche le 

matrici di massa, rigidezza e forzanti nodali dovranno essere riorganizzati nella forma 

seguente: 

[ ] { } [ ] { } { } { }
{ }

{ }
{ }

{ }
g

i

gl

v

glllv

vlvv

gl

v

glllv

vlvv
ggggg

tR
KK
KK

MM
MMtKM

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⇒=+

0
)()(

u
u

u
u

fuu
&&

&&
&& . 

Poiché si sa già che: 

{ } { }0=vu ; 
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le uniche equazioni utili per determinare il comportamento del sistema risulteranno dunque: 

[ ] { } [ ] { } { }0=+ glgllglgll KM uu&& ; 

e sarà impossibile determinare il vettore delle reazioni vincolari: 

{ })(tRi . 

Se invece si suppone che i vincoli siano cedevoli (anche se con alta rigidezza), si ha che le 

reazioni vincolari possono essere calcolate sulla base dei seppur minimi spostamenti nodali 

dei nodi vincolati. In sostanza si può supporre che: 

{ } [ ] { } { } { }
{ }

gl

v

g

v

g

i
gvgvgi

KtRKtR
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⇒−=
u
u

u
00
0

0
)()( . 

In questo caso le equazioni di moto diventano: 

{ }
{ }

{ }
{ }

{ }
{ }

gl

v

g

v

gl

v

glllv

vlvv

gl

v

glllv

vlvv K
KK
KK

MM
MM

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
u
u

u
u

u
u

00
0

&&

&&
; 

da cui: 

{ }
{ }

{ }
{ } { }0=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

⎭
⎬
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⎩
⎨
⎧

⎥
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⎤
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⎣

⎡
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u
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&&
. 

La matrice di massa e rigidezza rimangono delle stesse dimensioni di quelle del sistema 

libero (prima dell’inserimento delle condizioni di vincolo). Inoltre non vi è la necessità di 

riorganizzare né il vettore delle coordinate nodali né le matrici di massa e di rigidezza. La 

matrice di massa del sistema vincolato coincide infatti con quella del sistema libero; la 

matrice di rigidezza del sistema vincolato differisce da quella del sistema rigido solo in 

alcuni elementi delle diagonale principale in corrispondenza dei nodi vincolati. 

4.7. Un esempio pratico: trave incastrata tramite elementi BAR 

Si analizzerà in tale paragrafo la definizione di un semplice modello FEM per il calcolo 

della dinamica delle vibrazioni longitudinali di una trave continua a sezione costante 

incastrata rigidamente in corrispondenza dell’estremo sinistro. Supporremo che questa possa 

essere modellata utilizzando tre elementi BAR del tutto identici tra loro. 
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u1 u2 u3 u4  

4.7.1. Funzioni di Forma dell’Elemento BAR 

L’elemento BAR è caratterizzato da due soli nodi, ciascuno dotato di un solo grado di 

libertà. Si può quindi cominciare con il definire un sistema di riferimento x, e determinando 

le funzioni di forma dell’elemento. Si avrà infatti: 

[ ] [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
)(
)(

)()(
)(
)(

),(
2

1
21

2

1

tu
tu

xSxS
tu
tu

Stxu . 

u2 u1 

x 

u(x) 
 

Come di consueto si ipotizza che le funzioni di forma siano di tipo polinomiale in funzione 

della coordinata x. Nel caso in oggetto si dimostrerà che, per un elemento BAR, sono 

possibili solo funzioni di forma di primo ordine (ovvero funzioni lineari), per cui si avrà: 

[ ] [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
)(
)(

)(
)(

)()(),(
2

1
2211

2

1
21 tu

tu
xbaxba

tu
tu

xSxStxu ; 

dalle quali si ottiene: 

)()()()(),( 22221111 tuxbtuatuxbtuatxu ⋅+⋅+⋅+⋅= . 

Il fatto di dover utilizzare al più funzioni lineari deriva dalla necessità di calcolare i 

coefficienti delle funzioni di forma in funzione delle poche ‘condizioni al contorno’ 

disponibili. In questo caso infatti le uniche condizioni che potranno essere sfruttate saranno: 

)(),0( 1 tutu = ; 

)(),( 2 tutlu = ; 

essendo l la lunghezza dell’elemento considerato. Imponendo la prima delle suddette 

condizioni si ottiene: 
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)()()()(),0( 122111 tutuatuatutu =⋅+⋅⇒= ; 

da cui si ha: 
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a
a . 

Inserendo tali valori nella seconda condizione si ha inoltre: 

)()()()1()()()()(),( 22211221112 tutulbtulbtulbtulbtututlu =⋅+⋅+=⋅+⋅+⇒=  

da cui si ha: 
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La matrice delle funzioni di forma risulta quindi: 
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Il vettore dello stato di deformazione si riduce in questo caso ad un solo elemento: 
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La matrice E che lega lo stato di tensione a quello di deformazione si riduce anch’essa ad un 

solo elemento, ovviamente pari al Modulo di Young del materiale: 
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Per quanto riguarda la definizione della matrice di massa si ha: 

( )

{ } { };)(1
1

)(

)(
)(

11
)(
)(

),(),(2
2

1

2

1

2

1

2

1

tdV
l
x

l
x

l
x

l
x

t

dV
tu
tu

l
x

l
x

l
x

l
x

tu
tu

dVtxutxu
u
u

M
u
u

T

v

T

v

TT

v

T

uu &&

&

&

&

&
&&

&

&

&

&

∫

∫∫

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⋅=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

ρ

ρρ

 

dalla quale, ipotizzando costante la densità del materiale, come pure la sezione A della trave 

(da cui AdxdV ρ= ), si ottiene: 
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da cui si ottiene: 
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Procedendo in maniera analoga è possibile determinare la matrice delle rigidezze: 
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relazione dalla quale, ipotizzando che anche il modulo di Young sia indipendente dalla 

coordinata x, si ottiene: 
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Per il primo elemento del sistema considerato l’equazione di moto sarà dunque: 
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Poiché inoltre supporremo vi sia assenza di forze distribuite, le forze nodali saranno 

costituite esclusivamente dalle reazioni vincolari scambiate in corrispondenza dei nodi. 

Le equazioni del singolo elemento saranno quindi esprimibili come: 
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4.7.2. Rotazione e Assemblaggio 

Nel caso in esame i sistemi di riferimento locali e quello globale hanno la medesima 

orientazione, per cui le matrici di rotazione R e R’ degenerano nella matrice unità. Le 

matrici di massa e rigidezza di ogni elemento (tutte identiche) fino qui ricavate, sono 

espresse di già nel sistema di riferimento globale e quindi non è necessario ‘ruotarle’. 

Le equazioni di moto dei tre elementi che compongono il sistema vanno dunque 

semplicemente assemblate. Poiché esse sono formalmente identiche, queste saranno: 
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Il vettore contenente tutte le coordinate nodali del sistema è dunque: 
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quindi tutte le matrici di massa e rigidezza delle e equazioni di moto di ogni elemento vanno 

estese in modo da poter utilizzare tale vettore. 

Le matrici ‘estese’ diventano quindi: 
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In modo analogo si estendono i vettori delle forzanti nodali: 

{ }
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

0
0

)(
)(

)( 2

1

1
tf
tf

tf ; { }
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

0
)(
)(

0

)(
3

2
2

tf
tf

tf ; { }
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

)(
)(

0
0

)(

4

3
3

tf
tf

tf . 

Le equazioni di moto dei singoli elementi diventano quindi: 
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L’intero sistema può essere quindi descritto attraverso una unica equazione di moto 

matriciale: 
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le matrici di massa e di rigidezza dell’intero sistema risultano quindi: 
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Se si ha come obiettivo lo studio delle pulsazioni proprie del sistema, è diretta conseguenza 

che il sistema non dovrà essere sottoposto ad alcuna forza esterna, con eccezione della 

reazione vincolare con il telaio in corrispondenza dell’incastro R01x. Si ha quindi 
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L’equazione completa del sistema è quindi: 
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4.7.3. Imposizione delle Condizioni di Vincolo 

Nell’ipotesi che il vincolo di incastro sia perfetto, si avrà quindi: 

0)(1 =tu ; 

condizione che consente di ridurre l’equazione matriciale di moto nella forma seguente: 
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Le precedenti costituiranno le equazioni di moto del sistema vincolato in assenza di forzanti 

esterne, attraverso il cui studio è possibile ricavare le prime pulsazioni proprie del sistema. 

Dall’analisi della precedente equazione, come è facilmente verificabile, non è possibile 

determinare il valore della reazione vincolare R01x. 

Una possibilità alternativa sarà quella di sostituire il vincolo di incastro perfetto (e quindi la 

reazione vincolare R01x) con un vincolo cedevole ad altissima rigidezza. Per fare ciò basterà 

sommare alla matrice di rigidezza del sistema la matrice caratteristica del vincolo Kv, che 

nel caso in oggetto potrà essere espressa come segue: 
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in cui ovviamente dovrà risultare kv>>2. 

La matrice di rigidezza del sistema vincolato sarà dunque: 



 66

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−−
−+

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−−
−

=+=

1100
1210

0121
0011

0000
0000
0000
000

1100
1210

0121
0011 vv

vv

k

l
EA

k

l
EA

l
EAKKK ; 

per cui l’equazione di moto del sistema vincolato risulterà: 
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Le precedenti costituiranno le equazioni di moto del sistema vincolato, attraverso il cui 

studio è possibile ricavare le prime pulsazioni proprie del sistema (appena differenti da 

quelle ottenibili con l’ipotesi di incastro perfetto). La reazione vincolare R01x potrà essere 

determinata come: 

)()( 101 tuktR vx ⋅−= . 

Naturalmente si avrà che le vibrazioni del nodo vincolato saranno trascurabili rispetto a 

quelle degli altri nodi: 

2,3,4con)()(ovvero0)( 11 =<<≅ itututu i ; 

inoltre le vibrazioni dei nodi 2, 3 e 4 differiranno solo di una minima quantità rispetto a 

quelle calcolate con l’ipotesi di vincolo perfetto. 

5. Tecniche di Riduzione 

Effettuare analisi dinamiche su sistemi continui può comportare oneri computazionali assai 

elevati: si pensi – ad esempio – al metodo agli elementi finiti, che usualmente conduce ad 

un numero molto elevato di gradi di libertà. Non è infrequente utilizzare modelli con 

centinaia (o decine di centinaia) di gradi di libertà. Nel caso di analisi statiche ciò non 

costituisce un serio problema per i moderni calcolatori, ma la soluzione di un problema agli 

autovalori di quella dimensione può ancora risultare un grave ostacolo (per non parlare poi 

della effettiva simulazione dinamica, ossia la risoluzione numerica del sistema di equazioni 

differenziali, che è praticamente infattibile). 

Per queste (ed altre) ragioni è opportuno ricorrere a tecniche di riduzione dinamica che 

sostituiscano ad un modello computazionalmente “pesante”, un modello più leggero che 

riproduca nella maniera più fedele possibile la dinamica del modello primitivo. Le tecniche 
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che di seguito descriveremo basano la loro efficacia nella riduzione di gradi di libertà: nel 

primo caso verranno ridotte le coordinate fisiche, nel secondo le coordinate modali.  

5.1. Criterio di Condensazione Statica (o di Guyan) 

Sia dato il modello M K F+ =x x&& . Si partizioni il vettore delle coordinate in due sottovettori 

mx e sx , detti rispettivamente gradi di libertà master e gradi di libertà slave. Vedremo più 

avanti quali considerazioni conducano a questa distinzione ma, per ora, in maniera 

grossolana si pensi ad una distinzione tra gradi di libertà “più importanti” e “meno 

importanti”. Siano riordinate in maniera coerente le matrici di massa e rigidezza cosicché si 

possa scrivere: 
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Si noti che, per la simmetria delle matrici di massa e rigidezza primitive, le sottomatrici che 

stanno sulle diagonali principali sono simmetriche, mentre le extradiagonali sono una la 

trasposta dell’altra.  

In condizioni statiche si può scrivere che: 

mm m ms s m
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 . 

Dalla seconda si ricava 1 1
s ss sm m ss sK K K− −= − +x x f . 

Oltre a supporre che le forze generalizzate sf  applicate alle coordinate slave siano costanti 

( ( ) 0s t =f& ), la più pesante approssimazione del metodo consiste nel considerare sempre vera 

la precedente relazione che coinvolge i nodi slave. Si suppone quindi che, anche in caso 

dinamico le coordinate lave sono sempre ottenibili come combinazione lineare delle 

coordinate master (e delle forze generalizzate sf ). In pratica con la riduzione di Guyan si 

nega alle coordinate slave “la dignità di veri e propri gradi di libertà” e quindi si riduce il 

sistema ad uno ‘equivalente’ (nelle ipotesi i cui sopra) con un numero di gradi di libertà pari 

al numero dei nodi master. Per ottenere le equazioni di moto ridotte (che riguardano 

esclusivamente le coordinate master) si parte quindi dalla sgeuente relazione. 
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La matrice evidenziata GT  è detta matrice di trasformazione di Guyan. 

Dopo aver notato che nelle ipotesi fatte G mT=x x& & e G mT=x x&& && , si può scrivere: 

1
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Riordinando e premoltiplicando l’intera equazione matriciale per la trasposta della matrice 

di Guyan, si ha: 
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Svolgendo faticosamente i prodotti matriciali (se lo studente volesse effettuarli ricordi che 
T

ms smK K= , T
ms smM M=  e 1 1( )T T T

G ss sm ms ssT I K K I K K− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ) , si giunge al modello: 

G m G m GM K+ =x x f&& , 

dove 
1 1 1 1
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Si noti che utilizzare il modello ridotto in caso statico non porta ad alcun errore e dunque, ad 

esempio, questa tecnica di riduzione può convenire per focalizzare l’attenzione su alcuni 

gradi di libertà (che dunque verranno scelti come master) rispetto ad altri (che verranno 

dunque scelti slave) in ipotesi di moto quasi statico. In realtà affinché sia verificata con 

sufficiente approssimazione la relazione 1 1
s ss sm m ss sK K K− −= − +x x f , può anche essere 

sufficiente che sia molto piccola l’inerzia “legata” alle coordinate slave; si pensi ad esempio 

ad una trave schematizzata con elementi di Timoshenko (gradi di libertà sono le traslazioni 

y e rotazioni ϕ delle sezioni estremali dell’elemento): se la trave è snella, Mϕϕ e Myϕ sono 

molto “piccole”, ed è dunque è lecito ridurre il modello utilizzando come gradi di libertà 

master le traslazioni nodali. 

In maniera simile a quanto visto per la matrice di massa, è possibile ridurre anche matrici di 

smorzamento viscoso o strutturale. 

È infine da rilevare che in maniera duale alla condensazione statica è possibile ottenere una 

riduzione del modello primitivo con una condensazione dinamica: come suggerisce 

l’aggettivo, si trova la relazione tra gradi master e gradi slave a frequenza infinita (e dunque 

divengono teoricamente trascurabili le forze elastiche rispetto alle forze di inerzia), e con un 
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procedimento duale a quello descritto si trova un modello ridotto che, ovviamente, 

riproduce in maniera sufficientemente accurata il modello primitivo in condizioni di alta 

frequenza. 

5.2. Troncamento Modale 

Si abbia fxx =+ KM con x∈RN. Introduciamo le coordinate principali: 
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Passando dalle coordinate fisiche a quelle modali xp 1−Ψ= , si ha: 
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dove im e ik  indicano la i-esima massa e rigidezza modale rispettivamente. 

Si considerino solamente le prime n equazioni, che si possono ottenere a posteriori del 

calcolo dei soli primi n autovettori/autovalori, come segue: 
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Si ottengono n equazioni disaccoppiate più facili da integrare del sistema primitivo di ordine 

N>>n. È importante notare che ciascuna delle n equazioni differenziali di cui sopra è scritta 

correttamente, (le n equazioni sono semplicemente un sottoinsieme delle equazioni di moto 

in coordinate modali!); l’approssimazione consiste nel ricostruire il vettore delle coordinate 

fisiche attraverso la relazione approssimata: 
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al posto della corretta px Ψ= . È evidente che imporre trascurabile una coordinata modale, 

presuppone che le forze applicate non “stuzzichino” il modo corrispondente. In altri termini, 

il metodo è valido se la pulsazione della forzante è molto minore dell’n-esima pulsazione 

naturale del sistema, cosicché il contributo delle coordinate di modi superiori all’n-esimo sia 

trascurabile. 

6. Linee guida per l’allestimento di prove sperimentali 

Metodologie ed attrezzature utilizzate per l’analisi modale sperimentale possono variare 

sensibilmente a seconda delle caratteristiche del sistema oggetto di studio, di particolari 

esigenze del committente e/o dello sperimentatore. 

Ad esempio è evidente che le metodologie e la strumentazione utilizzata per valutare la 

risposta della struttura di una piattaforma petrolifera alle sollecitazioni imposte dal moto 

ondoso non potranno essere le stesse che vengono utilizzate per studiare analizzare le 

vibrazioni di una macchina utensile destinata a lavorazioni ad alta velocità. 

L’obiettivo che ci si ripropone in questo breve capitolo è quello fornire delle semplici linee 

guida che aiutino a focalizzare l’attenzione su quelle che sono le effettive problematiche 

della sperimentazione ed a pianificarne l’esecuzione. 

In particolare l’attenzione si concentrerà su come il montaggio dei diversi componenti che 

compongono l’apparato sperimentale può influenzare l’identificazione delle Funzioni di 

Risposta in Frequenza di un sistema meccanico. 

6.1. Obiettivo della Attività Sperimentale 

Per poter pianificare una attività sperimentale, come del resto tutte le attività, è 

indispensabile individuare chiaramente l’OBIETTIVO dell’attività stessa. L’obiettivo 

condiziona infatti fortemente tutti gli aspetti fondamentali del progetto dell’attività, tra cui si 

ricordano: 

• Metodologie che si intende utilizzare; 

• Quantità e caratteristiche della strumentazione da utilizzare; 

• Costo Economico (Budget); 

• Tempi disponibili per l’esecuzione delle prove e l’elaborazione dei risultati. 

Ancora una volta degli esempi possono chiarire come l’obiettivo condizioni il tipo di studio: 
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• Stima Approssimata delle frequenze proprie e dei modi del sistema meccanico. Tale 

attività può essere richiesta specificatamente da un cliente, e viene generalmente 

realizzata modificando un modello già in produzione. Se ad esempio si fa riferimento 

ad una macchina utensile destinata ad eseguire particolari lavorazioni meccaniche, 

tale attività diventa fondamentale quando si verifica che la macchina non soddisfa le 

specifiche di progetto. Ad esempio può accadere che in determinate condizioni (es. 

particolari posizioni di lavoro o regime di giri) si avvertono delle vibrazioni che ne 

compromettono il funzionamento. L’ufficio tecnico potrebbe aver individuato alcune 

possibili cause di questo fenomeno, ma ha bisogno di ulteriori informazioni prima di 

procedere. In questo semplice esempio, l’individuazione anche approssimativa delle 

frequenze a cui si manifesta il fenomeno e una stima anche molto rozza dei modi 

associati, può contribuire ad individuare, tra le possibili concause, quella che 

effettivamente determina il cattivo funzionamento della macchina. 

• Valutazione di Modi, frequenze proprie e fattori di smorzamento, identificazione di 

un modello matematico per il sistema meccanico. Si immagini di partecipare alla 

progettazione di un nuovo prodotto, ad esempio una lavatrice industriale. Precedenti 

esperienze hanno evidenziato problemi di forti vibrazioni del cestello della macchina 

all’avvio della centrifuga che ne limitano il regime di giri ed il carico. Per studiare il 

problema ed ottimizzare, ad esempio la posizione e le caratteristiche delle 

sospensioni del cestello, può essere utile la costruzione di un modello matematico più 

o meno semplice del sistema. Questo scopo può essere ottenuto utilizzando tecniche 

di modellazione ai parametri concentrati, FEM o MultiBody, oppure cercando di 

identificare direttamente le caratteristiche matematiche del modello a partire da 

misure sperimentali effettuate su un prototipo. Attraverso le misure non è solo 

possibile ricavare un modello matematico, ma è anche possibile validare il modello 

matematico stesso (comunque questo sia stato ottenuto) e/o sperimentare gli effetti 

delle soluzioni proposte. 

• Studio Approfondito/Valutazione di non linearità presenti nel sistema/ creazione di 

librerie di sotto-modelli modali assemblabili, ecc… Se l’importanza 

dell’applicazione lo richiede si possono eseguire studi estremamente accurati tesi a 

ricostruire con la massima accuratezza la risposta del sistema tenendo conto di aspetti 

spesso trascurati come ad esempio la non linearità di alcuni componenti e/o le 
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interazione tra i vari componenti di una macchina. Se il numero dei componenti e la 

complessità degli stessi risulta particolarmente elevate, può risultare indispensabile la 

messa a punto separatamente di diversi modelli matematici che riproducono la 

risposta delle varie componenti della macchina. Questi, una volta validati, possono 

essere assemblati per generare un macro-modello più grande in grado di tener conto 

delle reciproche interazioni. Un esempio in tal senso può essere la progettazione della 

trasmissione di un locomotore ferroviario o di un autoveicolo: per i vari organi di 

trasmissioni (rinvii, giunti omocinetici, treni di ingranaggi, supporti) possono essere 

costruiti dei sotto-modelli dinamici molto accurati. Questi, una volta validati 

singolarmente, possono essere utilizzati assemblati e il modello complessivo può 

essere utilizzato per prevedere e/o eliminare alcuni problemi caratteristici della 

trasmissione (es. oscillazioni torsionali/flessionali non desiderate, vibrazioni, rumore, 

ecc…). 

6.2. Scelta del Layout 

Una volta individuato l’obiettivo dell’attività sperimentale occorre definire l’architettura (o 

Layout) dell’apparato sperimentale che si intende realizzare. Questo generalmente è 

composto dai seguenti elementi: 

• Sistema meccanico oggetto della sperimentazione. Alcune scelte, come ad esempio 

il tipo di vincolo utilizzato per bloccare il sistema durante le prove, possono 

influenzare la risposta dinamica del sistema ed alterare quindi il risultato della prova. 

• Eccitazione. Per studiarne la risposta dinamica del sistema, esso deve essere 

sottoposto a una qualche forma di eccitazione (una forza esterna). L’eccitazione deve 

essere NOTA, RIPETIBILE e CONTROLLABILE. Per questo motivo la forza 

effettivamente erogata dall’attuatore deve essere misurata tramite apposite celle di 

carico interposte tra l’attuatore stesso ed il sistema. L’attuatore, controllato dal 

relativo DRIVER, deve essere capace di riprodurre nella maniera più fedele possibile 

la forma d’onda richiesta dallo sperimentatore per verificare la risposta del sistema. Il 

montaggio degli attuatori ed il loro collegamento con il sistema deve essere effettuato 

in modo da ridurre/eliminare la possibilità che vengano trasmesse anche 

sollecitazioni non completamente note, non desiderate o comunque non riproducibili. 
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• Misurazione. La risposta del sistema viene misurata utilizzando uno o più sensori 

posti sul sistema oggetto di sperimentazione. Una oculata scelta dei punti di misura, 

delle grandezze acquisite, del tipo di sensori può contribuire sensibilmente a 

migliorare il rapporto segnale/rumore e quindi l’esito della prova. La maggior parte 

dei sensori non possono essere direttamente collegati alle schede di acquisizione (se 

si utilizzano PC) e/o agli analizzatori spettrali, ma necessitano di particolari 

apparecchiature dette “Centraline di Condizionamento del Segnale”. Le Centraline di 

Condizionamento del Segnale (specifiche per ciascuna tipologia di sensore) 

assolvono numerosi funzioni: 

o Alimentazione Stabilizzata dei sensori; 

o Amplificazione/Conversione del Segnale proveniente dai sensori; 

o Filtraggio (Anti-Aliasing) del Segnale proveniente dai sensori. 

La verifica di cablaggi, connettori, messe a terra, protezioni da disturbi EMI sono 

indispensabili per ridurre al minimo l’entità di rumori/interferenze sul segnale 

acquisito. 

E’inutile ricordare che dimensioni, peso e montaggio dei sensori devono essere tali 

da non influenzare in maniera significativa la dinamica del sistema studiato. 

• Controllo ed Acquisizione. Uno speciale dispositivo elettronico (un analizzatore 

spettrale, o un PC equipaggiato con schede di acquisizione) gestisce in tempo reale 

tutta la prova assolvendo alle seguenti funzioni: 

o Generazione della forma d’onda desiderata per l’eccitazione; 

o Controllo e sincronizzazione dell’unità di Attuazione e della acquisizione dei 

dati; 

o Memorizzazione dei Dati; 

o Altre Attività opzionali (es. valutazione in tempo reale e/o in postprocessing di 

funzioni di trasferimento e/o grandezze correlate come Cross-Spettri, 

 Auto-Spettri, funzioni di Coerenza, Trigger, medie eseguite su sequenze di 

prove ripetitive generate automaticamente, operatori statistici vari, ecc...). 
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Esempio di Layout di prova con catena d misura 

6.2.1. Montaggio del sistema da sperimentare 

E’ evidente che per poter effettuare delle prove è indispensabile vincolare in qualche modo 

su un telaio il sistema meccanico che si intende identificare. La risposta del sistema 

meccanico risulta pesantemente influenzata dall’interazione con il vincolo prescelto. 

E’opportuno quindi vincolare il componente oggetto della sperimentazione in modo da 

rendere facilmente individuabili ed isolabili dalla risposta del sistema i contributi derivanti 

dall’interazione tra sistema in analisi e vincolo. 

Di solito si fa riferimento a due configurazioni limite: FREE e GROUND. Le condizioni di 

vincolo reali saranno sempre una ‘via di mezzo’ tra tali due configurazioni, ma si cercherà 

sempre di tendere il più possibile ad una di esse. 

 
Punti di Contatto 
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La trave di forma ‘complessa’ riportata nella figura soprastante è stata semplicemente 

appoggiata su una lastra di metallo. Lastra e trave sono geometricamente a contatto lungo 

due direttrici su cui risultano tangenti. 

Il vincolo così realizzato è monolatero ed inoltre il contatto praticamente puntiforme che si 

genera introduce una cedevolezza del vincolo sicuramente non trascurabile. 

Lo spostamento della trave in direzione tangenziale alla lastra è inoltre impedito dal solo 

attrito tangenziale tra le superfici per cui risulta difficile quantificarne l’entità o simularne 

l’effetto. 

E’ superfluo aggiungere che un vincolo di questo tipo non risulta idoneo all’esecuzione di 

prove sperimentali sulla trave perché influenza pesantemente la risposta della trave in 

maniera difficilmente modellabile dallo sperimentatore. 

In sintesi occorre evitare tutte quelle condizioni di montaggio in cui risulta difficile 

modellare la risposta del vincolo e/o discriminare tra la risposta modale del componente 

oggetto della sperimentazione e quella dovuta all’interazione con il vincolo stesso. 

6.2.2. Montaggio FREE 

Un montaggio di tipo rigorosamente FREE prevede la scelta di un vincolo talmente 

cedevole da approssimare la condizione di assenza di vincoli (sistema labile): le frequenze 

introdotte dalla cedevolezza del vincolo sono generalmente molto basse. Agendo sulla 

rigidezza del vincolo si fa dunque in modo che queste cadono molto al di sotto del campo di 

frequenze che si intende investigare. 

In questo modo il vincolo risulta facilmente modellabile come una completa labilità del 

sistema (assenza di vincoli/tutti i nodi sono liberi). 

Tipiche tecniche di montaggio FREE consistono nel sospendere tramite uno o più tiranti 

(meglio se relativamente lunghi) il componente. Un’altra soluzione frequentemente adottata 

è quella di appoggiarlo su una sede costituita da materiale estremamente cedevole (es. 

gommapiuma, un letto di molle) incapace di esercitare forze tali da influenzare 

consistentemente la risposta dinamica del componente. 
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Esempi di montaggio FREE 

Adottando un montaggio di tipo FREE risulta difficile esercitare sul componente eccitazioni 

molto forti o a frequenze molto basse perché essendo il sistema praticamente labile, a 

sollecitazioni anche molto piccole corrispondono in genere spostamenti notevoli del 

vincolo: ciò si traduce quasi esclusivamente nella generazione di moti rigidi del componente 

in prova. 

Tali modi rigidi possono producono nella risposta del sistema dei “falsi modi” caratterizzati 

da frequenze proprie molto basse che tuttavia possono essere facilmente individuati e 

trascurati dallo sperimentatore. 
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Se ad esempio si eccita tramite un martello strumentato un pezzo che è stato appeso tramite 

un tirante e si misura con un accelerometro posto sul corpo stesso l’accelerazione di un suo 

punto, nella risposta del sistema si otterrà sicuramente un picco in corrispondenza della 

frequenza caratteristica associata al moto del pendolo. 

Vista l’elevata lunghezza del tirante, la frequenza del moto rigido risulta molto bassa 

rispetto alle vibrazioni del componente che si intende sperimentare. Risulta quindi facile 

individuare la frequenza caratteristica del moto rigido. 

Inoltre vista l’estrema cedevolezza del vincolo (solo nella direzione dell’eccitazione) solo in 

corrispondenza delle basse frequenze la risposta del sistema viene influenzata dalla 

interazione tra componente da identificare e sistema di serraggio. 

 
Mag 

Freq 

Falsa Risonanza
(a Frequenza 1/T)

Vera FRF del sistema 

 

6.2.3. Montaggio Ground 

Il montaggio si definisce GROUND (o Grounded) quando il vincolo realizzato approssima 

la condizione di incastro perfetto: il vincolo è talmente rigido che eventuali frequenze 

introdotte dalla “cedevolezza” del vincolo risultano ben al di sopra di quelle di interesse. In 

queste condizioni è possibile approssimare l’interazione tra vincolo e corpo con un vincolo 

molto facile da modellare (incastro perfetto, in cui i nodi vincolati sono immobili in 

posizioni assegnate). 

Evidentemente il vincolo GROUND prescelto deve essere tale da non compromettere la 

mobilità del componente stesso, almeno per quanto riguarda il campo di frequenze di 

interesse, altrimenti viene ovviamente meno la possibilità ottenere risultati attendibili dalla 

la prova. 
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Esempio di Montaggio Ground corretto: Asta snella saldata ad una estremità ad un blocco 

pieno molto rigido e molto pesante. Il vincolo approssima un incastro perfetto e la risposta 

flessionale e torsionale dell’asta è facilmente analizzabile. 

 

 
Esempio di Montaggio Ground errato: Asta snella saldata lungo la sua dimensione 

prevalente ad un blocco molto rigido e pesante. Il vincolo approssima un incastro perfetto 

ma la risposta flessionale e torsionale dell’asta è difficilmente studiabile perché il vincolo 

sopprime proprio le mobilità che si vogliono analizzare. 

… 

Nessun vincolo GROUND reale può effettivamente realizzare un incastro perfetto: esisterà 

sempre una frequenza oltre la quale il vincolo non può essere considerato come rigido. 

L’importante è che tale campo di frequenze cada ben al di sopra di quello di interesse. E’ 

tutto il caso speculare a quello del montaggio FREE: la risposta alle basse frequenze è 

quella propria del sistema, alle alte frequenze vi sono importanti contributi del sistema di 

fissaggio. 

6.3. Montaggio degli Attuatori 

E’ buona norma adottare un montaggio FREE per gli attuatori utilizzati per eccitare il 

sistema in prova: in questo modo si riduce il rischio di introdurre nel sistema sollecitazioni 

indesiderate e non facilmente quantificabili. Queste possono essere trasmesse dall’attuatore 

al componente in prova per via solida, attraverso il telaio cui sono collegati tutti gli elementi 

dell’apparato sperimentale. 
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Nella figura su riportata è stato schematizzato un esempio in grado di chiarire tale problema: 

un’asta incastrata ad un telaio viene sollecitata con un attuatore, montato sul medesimo 

telaio, che esercita su di essa una forza F. Trascurando l’inerzia e la dinamica interna 

dell’attuatore stesso, si ha che (per il Principio di Azione e Reazione) una forza vincolare F0 

con modulo pari a F si scambia tra l’attuatore e il telaio. 

Se questa forza F0 è tale da far vibrare il telaio, in corrispondenza dell’incastro può nascere 

una forza F* indotta dalle vibrazioni del telaio stesso. Tale forza, non prevista dallo 

sperimentatore, può influenzare in maniera determinate la dinamica della trave. 

Montando in maniera FREE l’attuatore ed aggiungendo una opportuna massa M allo stesso 

(in modo da incrementarne l’inerzia) si può impedire la trasmissione della forza F0 al telaio; 

si ha infatti: 

0 0F F Mx F F Mx− = ⇒ = −&& && . 

Dalla equazione precedente si ricava che se il vincolo è molto cedevole e l’inerzia 

dell’attuatore è grande (M molto grande) la forza trasmessa al telaio è relativamente piccola. 

Il problema è comunque riconducibile allo studio di una sospensione ottima atta a ridurre le 

sollecitazioni trasmessa al telaio dall’attuatore. 

Nel caso non sia possibile montare l’attuatore in modo FREE e si debba ricorrere ad un 

montaggio “GROUND” di quest’ultimo, è possibile risolvere il problema interrompendo la 

continuità meccanica tra attuatore telaio e componente oggetto di sperimentazione. 

Il metodo più semplice è comunque quello di ricorrere ad un montaggio FREE del 

componente oggetto di sperimentazione. In questo caso sarebbe bene che l’inerzia stessa del 

componente oggetto dello studio fosse sufficientemente elevata rispetto alla frequenza di 

eccitazione: ciò limiterebbe l’insorgenza di moti rigidi di ampiezza troppo elevata. 
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6.3.1. Collegamento degli Attuatori al Sistema 

La forza effettivamente trasmessa dall’attuatore al sistema meccanico oggetto della 

sperimentazione deve essere misurata nella maniera più esatta possibile per ridurre il rischio 

di ottenere funzioni di trasferimento del sistema falsate dalla dinamica dell’attuatore e/o 

dalle caratteristiche modali del collegamento tra attuatore e oggetto della prova. 

E’ inoltre buona norma collegare l’attuatore al sistema da identificare tramite componenti 

che impediscano meccanicamente la trasmissione di sforzi di natura diversa da quello 

desiderato dallo sperimentatore. 
 

Attuatore Cella di Carico 
(Misura della Forza) 

Asta Sottile 
Impossibile trasmissione 
di sforzi di flessione e/o 

torsione 

 

6.4. Principali Tipi di Attuatori 

La scelta del tipo di attuatore più adatto a sollecitare opportunamente la struttura (in 

funzione dell’obiettivo della sperimentazione e delle caratteristiche stesse della struttura) è 
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strettamente dipendente dal tipo di eccitazione che si vuole fornire al sistema. Tale 

argomento verrà trattato nel paragrafo successivo, ma nel presente l’obiettivo è analizzare il 

principio di funzionamento dei trasduttori di forza più frequentemente utilizzati. 

6.4.1. Shaker Elettromagnetico 

Se la struttura da eccitare è sufficientemente leggera e flessibile, e le forze richieste sono 

relativamente limitate in ampiezza, il trasduttore più largamente utilizzato è lo shaker 

elettromagnetico. 

Amplificatore 

Generatore di 
segnali  

Solenoide 

Bobina 

Molla 

 
Attraverso un generatore di segnali si comanda un amplificatore in modo tale da fornire allo 

shaker una corrente elettrica di alimentazione proporzionale alla forza che si vuole applicare 

alla struttura. Lo shaker è costituito da un solenoide, elasticamente vincolato al telaio dello 

shaker stesso, che si muove in funzione della corrente che circola nella bobina che lo 

avvolge. 

Nel caso ideale il segnale in uscita dal generatore di segnali viene trasformato senza errori in 

un segnale elettrico che va ad alimentare la bobina. Questa mette in movimento il solenoide 

con la legge di moto assegnata e quindi alla struttura da eccitare viene impressa (tramite la 

testa del solenoide) una forza del tutto simile a quella impostata tramite il generatore di 

segnali. Nella realtà, anche trascurando il fatto che l’amplificatore non può trasformare 

perfettamente il segnale in ingesso in un segnale di corrente (in uscita) puramente 

proporzionale, il segnale di forza risultante può essere molto diverso da quello impostato. 

Ciò è naturalmente determinato dal fatto che il sistema molla-solenoide ha una sua dinamica 

interna, che a grandi linee fa sì che il sistema si comporti come un filtro passa-basso: se si 

richiede allo shaker di applicare forzanti con un contenuto in frequenza troppo elevato, il 
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segnale di forza risultante sarà totalmente diverso da quello imposto. Va inoltre detto che 

una volta che la testa viene collegata alla struttura da eccitare, l’inerzia dello shaker 

aumenta, e quindi le sue prestazioni diminuiscono rispetto a quelle nominali (a vuoto). Più 

leggera sarà la struttura da eccitare, maggiore sarà la possibilità di sfruttare le capacità dello 

shaker. 

Va comunque chiarito che, poiché il segnale di comando (dal generatore di segnali) e la 

forza realmente applicata alla struttura sono generalmente diverse, vi è sempre la necessità 

di una misura diretta della forza applicata attraverso una cella di carico. 

6.4.2. Attuatore Oleodinamico 

Sostituendo il sistema bobina-solenoide con un sistema pistone-olio in pressione è possibile 

applicare alla struttura forze di ampiezza decisamente più elevata. Per utilizzare tale sistema 

occorre un sistema per il mantenimento di un serbatoio di olio a pressioni anche elevate, un 

generatore di segnali e un sistema di elettrovalvole. Il generatore di segnali comanda le 

elettrovalvole che fanno in modo che l’olio in pressione entri nel cilindro attraverso una 

delle due luci in figura con la pressione desiderata. Quando l’olio in pressione entra in una 

delle due camere, si determina uno squilibrio tra le pressioni che insistono sulle due facce 

del pistone, determinandone lo spostamento (o comunque la generazione di una forza 

approssimativamente pari al prodotto tra l’area trasversale del cilindro e la differenza di 

pressione che si viene a generare). 

Le forze che possono essere sviluppate sono notevolmente superiori a quelle dello skaher: 

basta pensare che, a parità di pressione, la forza generata è proporzionale alla sezione del 

cilindro, per cui utilizzando cilindri molto grandi si possono generare forze elevatissime. 

Tuttavia tale sistema ha grossi limiti sulla dinamica che sono dovuti sia alla dinamica delle 

elettrovalvole che, e soprattutto, al circuito oleodinamico. Se infatti si vogliono generare 

significativi spostamenti del pistone (specialmente in corrispondenza di forze elevate), 

necessario movimentare una grossa quantità di fluido. Per via delle perdite nel circuito 

idraulico e della viscosità del fluido, la massima portata di olio circolante è relativamente 

limitata, e di conseguenza anche le caratteristiche dinamiche del trasduttore. 
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6.4.3. Vibrodina 

Quando vi è la necessità di eccitare strutture estremamente grandi (ponti, palazzi, ecc…) è 

evidente che né shaker né attuatore oleodinamico possono garantire una eccitazione 

sufficientemente elevata alla struttura. Inoltre tali trasduttori necessitano di un telaio su cui 

scaricare le razioni vincolari derivanti dall’eccitazione stessa; nel caso fosse necessario 

eccitare un ponte sospeso (ad un’unica campata) in corrispondenza della sezione mediana 

del ponte (a sezione con maggior flessibilità) sarebbe estremamente difficile realizzare un 

telaio (e per di più sufficientemente rigido) su cui montare, ad esempio, un gigantesco 

trasduttore oleodinamico. 

La soluzione più utilizzata è quella di sfruttare le forze di inerzia per l’eccitazione 

strutturale. La vibrodina in particolare sfrutta la forza centrifuga che si determina quando un 

corpo è portato in rotazione attorno ad un asse che non sia baricentrico. Schematicamente di 

può pensare ad un telaio su cui sono montate due grandi ruote dentate (a dentatura esterna) 

di uguale raggio che ingranano tra loro. Su ciascuna di queste due ruote è fissata una massa 

eccentrica in posizione angolare opportuna (le due masse devono essere sempre simmetriche 

rispetto alla tangente comune alle primitive delle ruote dentate); l’eccentricità delle masse 

può essere regolata a piacere. Un motore movimenta una delle due ruote (ipotizziamo in 

modo da imporre una velocità angolare ω costante), e l’altra viene trascinata dal 

collegamento dentato in un moto controrotante con la medesima velocità angolare. 

Fc1 

Fc2 

Fappl 

 
Se le masse squilibranti sono uguali e con la medesima eccentricità, le due forze centrifughe 

che si generano come conseguenza della rotazione con velocità angolare ω, si combinano in 
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una forza sempre orizzontale (lungo la tangente comune alle primitive delle ruote dentate) e 

puramente armonica se la velocità angolare ω è costante. Regolando la velocità angolare è 

possibile controllare la frequenza dell’eccitazione, tramite l’eccentricità si controlla invece 

l’ampiezza. 

6.4.4. Martello Strumentato 

In molti casi, specie per l’analisi modale di strutture relativamente leggere, è conveniente 

eccitare la struttura con forze impulsive, ossia di durata estremamente breve (ma di 

ampiezza significativa). Lo strumento più utilizzato a tale scopo è il martello strumentato. 

Testa 
 

Contrappeso 
aggiuntivo 

 

Cella di carico 
 

Segnale 

Impugnatura 
 

 
Il martello strumentato è molto simile a un normale martello con una testa metallica 

relativamente pesante (che può essere ulteriormente appesantita da un contrappeso in modo 

da aumentare le forze di inerzia che con la martellata eccitano la struttura). Sulla testa è 

montata una cella di carico che misura la forza che effettivamente si scambiano il martello e 

la struttura all’atto della eccitazione. I cavi che trasportano il segnale di forza scorrono 

all’interno dell’impugnatura che a volte contiene anche un primo embrione di 

condizionamento del segnale analogico. Sulla cella di carico (sulla parte che andrà a 

contatto della struttura da eccitare) possono essere avvitati dei puntali, costituiti di vario 

materiale. I puntali possono essere interamente in metallo, oppure ricoperti da vari spessori 

di gomma più o meno dura. Il compito di tali componenti è quello di costituire un primo 
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filtro meccanico (ovviamente passa-basso) tra il martello e la struttura da eccitare: se la 

struttura necessita di eccitazione ad alte frequenze si utilizzerà il puntale in metallo, se le 

frequenze a cui si vuole sollecitare le struttura sono via via decrescenti, si utilizzeranno 

puntali con spessori crescenti di gomma e/o di materiale più morbido. 

Ovviamente la martellata deve essere impartita alla struttura da mani esperte. Alcune regole 

di base sono: il polso deve essere il più morbido possibile (non irrigidire l’articolazione), 

l’angolo tra il braccio e l’avambraccio deve approssimare il più possibile l’angolo retto, la 

martellata deve essere la più rapida possibile, e in tale ottica un rapido movimento del polso 

subito dopo l’urto è grandemente utile per allontanare rapidamente la testa del martello dalla 

struttura. Un rapido allontanamento del martello è tanto più necessario quanto più rigida è la 

struttura: in tale caso dopo un primo contatto e il conseguente distacco tra martello e 

struttura, quest’ultima tende rapidamente a ritornare nella sua configurazione originaria, 

urtando nuovamente la punta del martello (che nel frattempo non ha fatto in tempo ad 

allontanarsi). Tale fenomeno determina la cosiddetta martellata doppia (due picchi 

ravvicinati di forza applicata alla struttura) che sono particolarmente deleteri per i risultati 

dell’analisi modale sperimentale. 

6.5. Tecniche di Eccitazione per Analisi Modale 

Nel caso dell’analisi modale sperimentale, ovvero della misura delle Funzioni di Risposta in 

Frequenza dei sistemi meccanici, due sono le principali classi per le modalità di eccitazione 

che possono essere utilizzati: 

1. Tecniche monofrequenziali; 

2. Tecniche multifrequenziali. 

Le prime, che si differenziano semplicemente per le modalità pratiche di eccitazione della 

struttura, consistono nell’applicare alla struttura una forza di tipo armonico, o almeno il più 

possibile simile ad una forza puramente sinusoidale (caratterizzata da una unica componente 

spettrale alla pulsazione ω). 

Le tecniche multifrequenziali sono più varie, e le principali sono: 

o eccitazione tramite sweep; 

o eccitazione tramite forze impulsive; 

o eccitazione tramite forze casuali (random - rumore bianco). 



 86

In ogni caso si ricorda ancora che l’analisi modale ha come obiettivo la misura sperimentale 

delle Funzioni di Risposta in Frequenza dei sistemi meccanici. Se si fa riferimento alla 

Ricettanza )(ωα  si ha quindi: 

)(
)(

)(
0

0

ω
ω

ωα
F
X

= . 

La ricettanza, come tutte le altre FRFs, è quindi una funzione complessa (dotata di modulo e 

fase) della variabile reale ω. La ricettanza può essere calcolata come il rapporto tra la 

Trasformata di Fourier della risposta (es. spostamento )(0 ωX ) e quella della eccitazione (in 

genere una forza )(0 ωF ). 

6.5.1. Eccitazione Monofrequenziale 

Se si applica ad un sistema una forza di tipo puramente armonico con modulo 0F  e con 

pulsazione ω, nell’ipotesi che il sistema sia lineare, questo risponderà a regime con degli 

spostamenti di ampiezza 0X  e sfasati di un angolo ϕ rispetto alla forzante. 

Il rapporto tra le ampiezze di spostamenti e forza 00 FX  costituisce il modulo della 

ricettanza, in corrispondenza della pulsazione ω dell’eccitazione. Lo sfasamento ϕ tra gli 

spostamenti e la forzante costituisce la fase della ricettanza. 

I vantaggi di tale tecnica risiedono nella estrema precisione della misura del modulo e della 

fase e nei limitati mezzi richiesti per la identificazione (non è richiesto un pesante 

postprocessing dei segnali). 

Gli svantaggi, se si trascurano le difficoltà di generare una forza eccitatrice rigorosamente 

sinusoidale, consistono nei tempi di misura. Per ogni sessione di misura è infatti possibile 

misurare un solo punto della FRF corrispondente alla pulsazione della forzante. Se si 

intende coprire un campo di frequenze vasto, e con una sufficiente risoluzione in frequenza 

della FRF sperimentale, è dunque necessario effettuare un  gran numero di prove. Inoltre 

modulo e fase degli spostamenti vanno misurati solo dopo che si è esaurito il transitorio 

(devono essere relativi al comportamento a regime del sistema): nei sistemi poco smorzati il 

transitorio può avere tuttavia durata abbastanza rilevante, e quindi ciò comporta un ulteriore 

allungamento dei tempi di misura. 
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6.5.2. Sweep in Frequenza 

La tecnica dello sweep è, fra le tecniche multifrequenziali, quella che più somiglia alla 

eccitazione monofrequenziale. 

Lo sweep è costituito da una forzante analiticamente molto simile a quella sinusoidale, in 

cui però la pulsazione non è costante, ma viene fatta variare linearmente (e ciclicamente) tra 

un valore massimo e un minimo. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⇒
−

±=

⇒=
=

frequenzain  sweep
)(

armonica eeccitazioncostante
)sin()(

minmax
min

0 t
T

tFtF ωω
ωω

ω
ω  

 

t 

ω 

2T  T  

ωm ax 

ω m in 

 
 

t 

A 

2T T 

 
Si può dimostrare che la trasformata di Fourier di uno sweep (e quindi il suo contenuto in 

frequenza) è pressoché costante tra le pulsazioni minω  e max2ω , mentre per le frequenze al di 

fuori del suddetto range, i contributi diminuiscono progressivamente. 
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Se il contenuto in frequenza dell’eccitazione è rilevante nell’intervallo [ minω , max2ω ], lo 

stesso si potrà dire della risposta del sistema. Effettuando quindi il rapporto tra la 

Trasformata di Fourier e risposta e quella dell’eccitazione, è quindi possibile ricavare 

l’andamento della FRF nell’intervallo [ minω , max2ω ]. Al di fuori di tale intervallo, il rapporto 

tra le due trasformate non è in generale relazionato alla FRF e quindi non va minimamente 

considerato nella fase di identificazione. Per tali frequenze l’eccitazione e la relativa risposta 

del sistema sono talmente piccole da risultare in ombra rispetto agli immancabili rumori 

(disturbi) presenti nei segnali misurati. 

Ovviamente vi sono dei precisi legami che permettono di settare in modo ottimale le 

pulsazioni limite dello sweep ( minω  e maxω ) in funzione dell’ampiezza del semiperiodo T. E’ 

infatti impensabile effettuare uno sweep che parta dalla pulsazione 1min =ω  rad/s fino ad 

arrivare a 1000max =ω  rad/s in un tempo T pari a 10 s, e con esso sperare di eccitare in 

maniera opportuna il campo di frequenze 1÷2000 rad/s. In pratica si utilizzano un certo 

numero di sweep con contenuto in frequenza relativamente limitato, ma che riescono 

globalmente a ricoprire tutto il campo di frequenze di interesse. 

6.5.3. Eccitazione Impulsiva 

Per eccitazione impulsiva si intende una eccitazione di durata estremamente breve (in teoria 

infinitesima) e di ampiezza significativa. Analiticamente l’impulso unitario è descritto dalla 

funzione Delta di Dirac )( τδ −t , costituita da un segnale nullo per ogni tempo τ≠t  e da un 

segnale non nullo in corrispondenza dell’istante τ=t  con ampiezza tale da rendere unitaria 

l’area sottesa dalla curva rappresentante la funzione stessa sul piano ampiezza-tempo. 

In sostanza la Delta di Dirac può essere immaginata come la funzione limite di quella 

successivamente rappresentata analiticamente e graficamente, per 0→ε . 
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Ovviamente l’area sottesa dalla curva vale: 
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La funzione Delta di Dirac )(tδ  (τ=0) assume particolare interesse in quanto la sua 

Trasformata di Fourier (e quindi il suo contenuto in frequenza) è rigorosamente costante e 

pari a 
π2
1 . 

Poiché è noto che la Trasformata di Fourier della risposta del sistema si può ottenere come 

prodotto tra la FRF e la Trasformata di Fourier dell’eccitazione, si ha che nel caso della 

forzante impulsiva agente all’istante t=0 (e della ricettanza): 

)(
2
1)()()( 00 ωα
π

ωωαω == FX ; 

ovvero il contenuto in frequenza della risposta è proporzionale alla FRF considerata. 

In teoria quindi, se si fosse sicuri di riuscire ad applicare al sistema un impulso perfetto, non 

sarebbe neppure necessario misurare la forza effettivamente applicata: a meno di un fattore 

di scala facilmente identificabile, il contenuto in frequenza della risposta sarebbe già la FRF 

che si voleva misurare. 

Nella pratica non è tuttavia pensabile di poter applicare un impulso ideale: anche le 

‘martellate migliori’ hanno una durata finita, e la forza scambiata tra martello e struttura in 

tale periodo è tutt’altro che costante. Sta di fatto che comunque minore è la durata della 
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forzante impulsiva, maggiore e più ‘piatto’ è il contenuto in frequenza effettivo 

dell’eccitazione. 
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Se quindi la martellata è applicata sufficientemente bene, allora il contenuto in frequenza 

dell’eccitazione è maggiore del campo di frequenze di interesse per la misura: misurando 

contemporaneamente la forza applicata dal martello strumentato e la relativa risposta del 

sistema (dopo aver effettuato le Trasformate di Fourier e averne fatto il rapporto) è possibile 

ottenere con unica prova la FRF del sistema (almeno per ciò che riguarda il campo di 

frequenze di interesse). 

6.5.4. Eccitazione Random 

Se si applica al sistema una forza con andamento temporale del tutto casuale (random), al 

pari di quanto succede per l’impulso, si riesce ad eccitare il sistema in corrispondenza a tutte 

le frequenze. Sempre analogamente al caso dell’impulso, un segnale random del tutto 

casuale (anche detto white, bianco) avrebbe un contenuto in frequenza costante, almeno per 

ciò che riguarda il modulo. 
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Si potrebbero quindi ripetere i ragionamenti già fatti per l’impulso e quindi concludere che 

teoricamente basta una sola prova per riuscire a identificare completamente le FRFs del 

sistema. 

A 

t 

 
Anche se la filosofia è in effetti la medesima, è d’obbligo utilizzare il condizionale per le 

affermazioni precedenti. In effetti i passaggi già sviluppati per l’impulso non possono essere 

ripetuti per una forza casuale perché questa non soddisfa la condizione di Dirichelet: 

∞<∫ dttf
T

0

)( ; 

è perciò impossibile effettuare la Trasformata di Fourier della forzante, e di conseguenza 

calcolare le FRFs. 

E’ necessario allora utilizzare degli operatori statistici, ovvero delle funzioni di correlazione 

dei segnali che operino nel dominio di tempo. Un operatore di tale tipo può essere indicato 

come segue: 

)](),([)( ττ += tftfER ff . 

Il simbolo E rappresenta un operatore statistico come il valor medio, o il valor quadratico 

medio, e la funzione assume il nome di Valore Atteso (Expected Value) della funzione f(t). 

Per lo scopo che si è prefisso, si utilizzerà la funzione detta AUTOCORRELAZONE del 

segnale f(t) definita come segue: 
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in cui in pratica si esegue l’integrale del prodotto della funzione f(t) con la funzione 

medesima, ma shiftata (sfasata, traslata) rispetto alla funzione ‘originale’ di τ secondi. E’ 

facile immaginare che l’Autocorrelazione sia una funzione con massimo in corrispondenza 

del valore τ=0, e modulo via via decrescente con l’allontanarsi dall’asse delle ordinate. 
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Rff(τ) 

τ  
L’Autocorrelazione di un segnale random (a differenza del segnale random stesso), rispetta 

la Condizione di Dirichelet, ed è quindi possibile effettuarne la Trasformata di Fourier. 

La Trasformata di Fourier dell’Autocorrelazione )(τffR  viene generalmente indicata con 

)(ωffS  e prende il nome di (MEAN-SQUARE) POWER SPECTRAL DENSITY (Densità 

di Potenza Spettrale): 

∫
∞

∞−

−= ττ
π

ω ωτ deRS i
ffff )(

2
1)( . 

Sff(ω) 

ω  
Tale funzione è un indice del ‘contenuto in frequenza’ di segnali che non rispettano la 

Condizione di Dirichelet (e quindi anche dei segnali random). 

Ovviamente la Power Spectral Density può essere utilizzata anche su segnali che rispettano 

tale condizione, e anche su segnali periodici. Quello che si ottiene è un diagramma molto 

simile a quello della Trasformata di Fourier (e quindi del vero contenuto in frequenza del 

segnale): i moduli risulteranno generalmente più bassi, ma i picchi negli spettri si avranno in 

corrispondenza delle stesse frequenze. 

In maniera analoga è possibile definire la finzione di CROSSCORRELAZIONE tra 

l’eccitazione f(t) e la risposta del sistema x(t): 
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dalla quale, effettuando la Trasformata di Fourier, si ottiene il CROSS-SPETTRO (Cross 

Spectral Density) dei due segnali: 

∫
∞

∞−

−= ττ
π

ω ωτ deRS i
fxfx )(

2
1)( . 

Si può dimostrare che le FRFs dei sistemi meccanici (sia nel caso di eccitazione random, 

che di altro tipo) si possono ottenere come rapporto tra il Cross-Spettro di eccitazione e 

risposta e la Power Spectral Density della eccitazione: 
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ω
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ff

fx
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Va inoltre aggiunto che come non è possibile ottenere un impulso perfetto, parimenti non è 

possibile riprodurre una forzante puramente casuale (white, bianca). Anche se un generatore 

di segnali riuscisse effettivamente a generare un segnale di tale tipo, il sistema fisico di 

eccitazione (shaker o altro) priverebbe sicuramente il segnale di forza effettivo del suo 

contenuto alle alte frequenze. Il segnale così ottenuto si indica generalmente come pink 

(rosa), se si vuole indicare che è genericamente privo delle alte frequenze, oppure coloured 

(colorato) se in esso alcune frequenze spiccano più delle altre. 

Le considerazioni già espresse per l’impulso possono in questo caso ripetersi: anche se il 

segnale non è del tutto casuale, ma il suo ‘contenuto in frequenza’ è sufficientemente 

elevato, è possibile comunque identificare con una unica prova la FRF considerata, 

ovviamente solo limitatamente all’intervallo di interesse. 

6.6. Metodo di Duhamel 

Il metodo di Duhamel è una tecnica per la risoluzione delle equazioni differenziali che si 

basa sul dominio del tempo. Nel caso in oggetto può essere utilizzato come alternativa alla 

Trasformata di Fourier per trovare la risposta, nel dominio del tempo, di un sistema lineare 

eccitato da una forzante di tipo transitorio. 

La risposta nel dominio del tempo di un sistema eccitato con una forza impulsiva ideale 

(Delta di Dirac) è detta Funzione di Risposta all’Impulso o IRF (Impulse Response 

Function) e, come si è già detto ha una stretta relazione con la Funzione di Risposta in 

Frequenza del sistema (a meno di una costante moltiplicativa, ne è l’Antitrasformata di 

Fourier). 

Tale funzione viene di solito indicata con: 
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)( τ−th ; 

che sta ad indicare che è una risposta che varia con il tempo, ma che dipende anche 

dall’istante τ in cui viene applicato l’impulso )( τδ −t . Intuitivamente si capisce come questa 

funzione sarà nulla per t<τ , avrà un massimo in corrispondenza (o comunque nell’intorno) 

dell’istante t=τ, ed per t>τ si svilupperà con oscillazioni smorzate che si annulleranno quindi 

per t→∞. 

Più in particolare sarà: 
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Infatti se è vero che la Trasformata di Forurier della Delta di Dirac )(tδ  (con τ=0) vale 

esattamente (1/2π), ciò non è esattamente vero per la generica Delta di Dirac )( τδ −t . La 

generica Delta di Dirac )( τδ −t  può essere interpretata come una traslazione (di ampiezza 

pari a τ secondi) lungo l’asse temporale della )(tδ . Nella precedente formulazione si è 

quindi sfruttata una delle proprietà della Trasformata di Fourier riguardante la traslazione 

del tempo, ovvero: 

se risulta )()( fXtx
F

⇒ , si ha anche che 1)()( 1
tiefXttx ω−⇒−

F

. 

In pratica si ha che la Funzione di Risposta all’Impulso all’istante generico t=τ ( )( τ−th ) 

risulta traslata di τ secondi rispetto alla Funzione di Risposta all’Impulso all’istante t=0, 

generalmente indicata con )(th . 

Passando poi ad analizzare la generica forzante di tipo transitorio, è facile comprendere 

come questa possa essere approssimata tramite una sommatoria di forze ‘quasi impulsive’ di 

ampiezza f(τ) e di durata ε. 

t 

A 

τ1 τ2 

f(t)  
ε 

f(τ1)  
f(τ2)  
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Passando al limite si può quindi interpretare la forzante f(t) come un integrale di impulsi 

generici δ(t-τ) caratterizzati non più da modulo unitario, ma ciascuno di una ampiezza pari a 

f(τ), ovvero: 

∫
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∞−
−= τττδ dfttf )()()( .8 

Passando alla Trasformata di Fourier si ha: 
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in cui si è indicato con F l’operatore lineare ‘Trasformata di Fourier’. 

La risposta del sistema nel dominio del tempo può dunque essere calcolata come segue: 
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dalla quale, sfruttando una delle numerose proprietà degli integrali multipli, si ottiene: 
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La precedente formulazione è nota come l'integrale di sovrapposizione o di Duhamel, e che 

ha un significato fondamentale nella teoria dei sistemi lineari. Esso afferma che: 

il segnale di uscita da un sistema lineare e stazionario è la convoluzione di due funzioni: 

l'eccitazione e la risposta all'impulso. 

Che possiamo, in sintesi scrivere formalmente: 

)(*)()( τ−= thtftx . 

E’ anche possibile riscrivere l'integrale in una forma del tutto equivalente: 

ττττττ dtfhdfthtx )()()()()( −=−= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
. 

Il vantaggio maggiore dell'analisi che fa uso dell'integrale di sovrapposizione consiste nel 

fatto che una volta trovata la risposta all'impulso, le successive operazioni sono 

completamente formalizzate. Anche se non si riesce a risolvere analiticamente l'integrale, è 

                                              
8 Nel caso in cui la forza sia transiente, gli estremi di integrazione possono essere limitati agli istanti t1 e t2, 
rispettivamente gli istanti iniziale e finale della forzante. 
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sempre possibile calcolarlo numericamente attraverso l'uso di metodi computazionali 

(calcolatori). 

Da quanto fin qui osservato è quindi chiara l’importanza della risposta alla Delta di Dirac 

dei sistemi stazionari e lineari. Volendo riassumere, si possono estrarre le seguenti sintetiche 

osservazioni. 

Come abbiamo visto la Trasformata di Fourier di una funzione delta, δ(t), è una funzione 

costante. Questo significa che, nel dominio delle frequenze ω, tutte le frequenze sono 

possibili con la stessa ampiezza, ovvero lo spettro di una funzione Delta è infinitamente 

esteso. Quindi sollecitare un sistema con un segnale impulsivo, la Delta di Dirac, vuol dire 

sollecitarlo anche con tutte le frequenze possibili da 0 a infinito.9 

                                              
9 Alla stessa conclusione si può giungere anche per via euristica, senza invocare le trasformazioni integrali. Infatti se 
ricordiamo il Principio di Indeterminazione di Heisenberg secondo il quale il prodotto ΔE*Δt≈h  ne ricaviamo che 
Δω*Δt≈1 e quindi ad un impulso infinitamente stretto nel dominio temporale (Δt→0), corrisponde un intervallo di 
frequenze infinitamente esteso nel dominio delle frequenze (Δω→∞). 
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7. Sistemi non lineari 

7.1. Introduzione 

Finora sono stati studiati sistemi vibranti di tipo lineare. Lo studio di tali sistemi ha 

consentito di ottenere una trattazione generale sempre applicabile ai vari sistemi, sia con 

uno che con più gradi di libertà, sia in condizioni di moto libero (assenza di forzanti e/o 

transitori) che di moto forzato. Tale trattazione, pur sviluppata essenzialmente ipotizzando 

spostamenti e/o forzanti di tipo puramente armonico, fornisce una soluzione 

ingegneristicamente completa e valida per qualunque tipo di forzante applicata. 

Lo studio dei sistemi lineari sfrutta infatti pesantemente il principio di sovrapposizione degli 

effetti grazie al quale è possibile analizzare separatamente, per poi accorpare tutte le 

informazioni così ottenute, la posizione di equilibrio (unica e sempre stabile), il transitorio e 

il comportamento di regime del sistema. 

Nello studio dinamico di tali sistemi si ha a che fare con una equazione (o un sistema di 

equazioni nel caso di più gradi di libertà) differenziale, ordinaria, lineare e del secondo 

ordine: studiando l’equazione omogenea si determina il comportamento libero o il 

transitorio, studiando la soluzione “particolare” dell’equazione completa (non omogenea) si 

determina il comportamento forzato. 

Tuttavia è necessario ricordare che di per sé non esistono sistemi reali perfettamente lineari: 

i sistemi lineari costituiscono solamente un modello semplificato dei sistemi meccanici 

fisici. E’ però vero che quando i sistemi evolvono compiendo piccole oscillazioni 

nell’intorno della posizione di equilibro, una modellazione lineare non comporta di norma 

l’introduzione di errori ingegneristicamente significativi, consentendo d’altra parte di 

ottenere velocemente la soluzione delle equazioni di moto. Prima di introdurre lo studio dei 

più semplici sistemi non lineari, è utile quindi ricordare alcune delle principali 

caratteristiche necessarie affinché un sistema possa essere efficacemente modellato come 

lineare: 

• i materiali con cui è realizzato non devono raggiungere lo snervamento; 

• le deformazioni non devono essere eccessive; 

• non devono essere introdotti elementi propriamente lineari (giochi, saturazioni, etc..); 

• gli attriti, pur ineliminabili, devono essere ridotti al minimo. 



 98

Si fa ancora presente che le precedenti sono solo alcune tra le moltissime condizioni che 

devono essere rispettate affinché un sistema possa essere validamente modellato come 

lineare. Se tali condizioni non sono verificate, è inevitabile dover ricorrere a modelli non 

lineari, e quindi affrontare lo studio delle equazioni differenziali, sempre di secondo ordine, 

che ne conseguono. 

Deve comunque essere ben chiaro che per le equazioni on lineari non sempre, anzi ciò sarà 

assai raro, sarà possibile ottenere una soluzione in forma chiusa, né tantomeno una 

metodologia generale come quella sviluppata per i sistemi lineari. 

Basti pensare al fatto che non è più applicabile il principio di sovrapposizione degli effetti: 

ciò ha come diretta conseguenza il fatto che non vi è più una relazione di diretta 

proporzionalità tra causa ed effetto (forza e spostamenti), e che non sarà più possibile 

ridurre lo studio a forzanti e spostamenti di tipo puramente armonico. E’ proprio per tali 

motivi che lo studio dinamico dei sistemi non lineari viene condotto quasi esclusivamente 

tramite tecniche numeriche. 

7.2. Equazione di moto 

Per cominciare l’analisi dei sistemi non lineari, è d’obbligo iniziare dall’analisi dei sistemi 

con un solo grado di libertà (gli unici a cui si farà cenno in codesto Corso): il più generico 

modello fisico di tali sistemi è riportato nella figura seguente. 

g 

F(t) 

A 

m 

),( xxf &

xiner xrel 

xA 

 
Ci si pone nel caso più generico in cui si ha: 
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• xA variabile con il tempo; 

• non si può trascurare l’effetto del peso; 

• è applicata al sistema una forza tempovariante di legge F(t) qualsiasi; 

• la non linearità del sistema è stata introdotta attraverso la “molla” non lineare; 

• le caratteristiche non lineari si sono ipotizzate tempoinvarianti: la molla modella una 

forza dipendente dalla sua deformazione e dalla sua velocità di deformazione, ma 

indipendente dal tempo. 

Applicando le equazioni cardinali della dinamica, si ottiene facilmente l’equazione di moto 

del sistema: 

),()( AA xxxxfmgtFxm &&&& −−−−= ; 

dove con ),( AA xxxxf && −−  si è indicata la forza sviluppata dalla molla non lineare. 

La stessa equazione può essere semplificata, o comunque riscritta in un’altra forma, 

introducendo lo spostamento relativo dei due estremi della molla, ovvero indicando: 

Arel xxx −= ; 

da cui si ottiene: 

Arelrelrel xmxxfmgtFxm &&&&& −−−= ),()( . 

L’ultima espressione rappresenta quindi l’equazione di moto più generica per i sistemi non 

lineari SDOD, che solo apparentemente risulta molto simile a quella dei sistemi lineari. 

Il passo successivo è quello individuare la posizione di equilibrio del sistema. Come già 

detto, ai sistemi non lineare non è possibile applicare il principio di sovrapposizione degli 

effetti, e quindi non è possibile assolutamente trascurare i termini costanti (come ad esempio 

la forza peso). In ogni caso la posizione di equilibrio si individua introducendo 

nell’equazione precedente le seguenti ipotesi: 

• la forza esterna deve essere costante (F(t)=F0); 

• il terreno (il telaio) deve essere fermo 0=Ax&& ; 

• l’accelerazione e la velocità del sistema devono entrambe essere nulle 

( 0== relrel xx &&& ). 

Introducendo le precedenti ipotesi nell’equazione di equilibrio si ottiene la seguente 

equazione algebrica non lineare: 

)0,( 00 relxfmgF =− ; 
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dalla quale, esplicitando 0relx , si ottengono le eventuali posizioni di equilibrio del sistema. 

Infatti, a differenza dei sistemi lineari in cui la posizione di equilibrio era sempre presente, 

nei problemi non lineari questa può non esistere, come pure non essere unica. 

Una volta individuate le posizioni di equilibrio, è necessario analizzare se queste sono 

stabili (a seguito di uno spostamento infinitesimo il sistema ritorna nella posizione iniziale) 

o instabili (a seguito di uno spostamento infinitesimo il sistema si allontana definitivamente 

dalla posizione iniziale). Per far questo è necessario differenziare la caratteristica della 

molla non lineare ),( relrel xxf &  rispetto a relx  e relx& . In tale modo l’equazione di moto viene 

linearizzata, ed è esprimibile come segue: 
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Analizzando i segni delle derivate parziali della caratteristica della molla è possibile 

analizzare le caratteristiche delle posizioni di equilibrio: 

• se 0
0

0

>
∂
∂

=
=

rel
relrel

x
xxrelx

f

&

 il sistema è stabile: per spostamenti infinitesimi la molla (non 

lineare) si comporta come una molla lineare con costante elastica positiva. La 

posizione di equilibrio è invece instabile se la derivata è negativa; 

• se 0
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 il sistema, nell’intorno della posizione di equilibrio, è smorzato: a 

seguito di uno spostamento infinitesimo dalla posizione di equilibrio stabile, il 

sistema evolve con oscillazioni smorzate fino a ritornare (fermo) nella condizione 

iniziale. Se viceversa la derivata è negativa, a seguito di uno spostamento anche 

infinitesimo dalla posizione di equilibrio, si innescano delle vibrazioni di ampiezza 

via via crescenti che lo allontanano sempre di più dalla posizione iniziale: tali 

oscillazioni  si dicono generalmente di tipo autoeccitato. 

Individuate le posizioni di equilibrio si può quindi passare allo studio dinamico vero e 

proprio del sistema. Per effettuare tale analisi si farà quindi riferimento al generico sistema 

precedentemente illustrato (SDOF, con molla non lineare e forzante applicata) e di cui è già 

stata individuata l’equazione di moto. 

Per brevità nella scrittura, da questo momento in poi si indicherà semplicemente con x la 

distanza relativa xrel tra gli estremi della molla non lineare. Inoltre si fa l’ipotesi di separare 
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dalla caratteristica della molla la parte lineare da quella non lineare, in modo da esprimere la 

),( xxf &  nella forma ),('),( xxfkxxcxxf &&& ++= . In tal modo l’equazione di moto del sistema 

diventa: 

AxmmgtFxxfkxxcxm &&&&&& −−=+++ )(),(' . 

Se necessario, lo stesso approccio può essere applicato anche ai sistemi con più gradi di 

libertà. In questo caso dovrà essere definito il vettore {g}, dipendente dal vettore 

spostamento {x} e dalle velocità dei vari gradi di libertà del sistema { } { } { }( ){ }xxgg i &,= , che 

caratterizzi la parte non lineare del sistema. In questo caso si otterrà dunque il seguente 

sistema: 

{ } { } { } { } { })(tFgxKxCxM =+++ μ&&& ; 

in cui lo scalare μ definisce il grado di non linearità del sistema (se μ =0 si ricade nel caso di 

sistema lineare). 

Benché tale sistema somigli molto a quello caratteristico dei sistemi lineari, ora non sarà più 

possibile risolverlo sfruttando le proprietà della matrice modale del sistema non smorzato: 

infatti che anche nel caso di smorzamento proporzionale (o di assenza di smorzamento) non 

sarà più possibile disaccoppiare le equazioni di moto a causa dei termini non lineari. 

Tuttavia a volte, nei casi di non linearità lievi, si potrà ipotizzare (introducendo errori più o 

meno rilevati) che il sistema sia disaccoppiabile. In tale ipotesi si potrebbe quindi ricondursi 

alla risoluzione di un sistema di equazioni del tipo seguente: 

)(),(' tFxxfxkxcxm pipipipiipiipii =+++ &&&& ; 

in cui con xpi (i=1,2,…,n) sono state indicate le coordinate principali. 

Per lo studio dei sistemi MDOF, come pure per quelli SDOF, possono anche essere sfruttate 

tecniche che si basano sulle variabili di stato, ma comunque non esistono metodi generali 

per la soluzione delle equazioni differenziali non lineari, né tantomeno di sistemi di 

equazioni di tale tipo. Di seguito varranno analizzati soltanto alcuni casi molto particolari 

per cui è possibile ottenere una qualche forma di soluzione in forma chiusa (anche parziale), 

o almeno avvicinarsi ad essa. 

7.3. Sistemi non lineari conservativi: moto libero 

Quando la funzione ),( xxf &  non dipende da x& , il sistema è non smorzato e quindi 

conservativo, non essendo presenti fenomeni che comportano dissipazione di energia. 
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Nell’ipotesi di limitarsi allo studio delle oscillazioni del sistema nell’intorno della posizione 

di equilibrio corrispondente alla posizione x(0)=0 (vista l’arbitrarietà del sistema di 

riferimento non è riduttivo introdurre tale ipotesi), l’equazione di moto risulta come segue: 

0)( =+ xfxm && . 

Un primo tentativo per la risoluzione dell’equazione differenziale può essere lo sviluppo in 

serie di Taylor della f(x) nell’intorno di una configurazione di equilibrio (se stabile): 
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Con tale operazione è però evidente che non si compiono grossi progressi: al posto di una 

equazione non lineare qualunque ci si è ricondotti ad una equazione in cui sono contenuti 

solo termini polinomiali della varabile x. Anche per tali equazioni non esistono tecniche 

generali per la risoluzione, ovviamente a meno che non si limiti a risolvere l’equazione che 

si ottiene troncando la serie al primo termine, il che significa linearizzare il sistema. 

Tale forma è comunque utile perché permette di sviluppare alcune considerazioni che 

possono risultare importanti per l’analisi del sistema. Innanzitutto se la posizione di 

equilibrio x0 è stabile, nella serie di Taylor compaiono solo i termini con l’esponente della 

derivata dispari: infatti solo nel caso che la forza f(x) sia di tale tipo (di tipo dispari, ovvero 

simmetrica rispetto all’origine) la condizione di equilibrio può essere sempre stabile. 

Infatti solo le componenti con esponenti dispari forniscono una forza di “richiamo” (una 

restoring force), ovvero una forza tale che, come succede per la molla lineare, si oppone 

agli spostamenti del sistema: se il sistema si sposta in una certa direzione, la forza ha un 

certo segno, se il sistema si sposta nella direzione opposta, la forza che ne consegue avrà il 

verso contrario. Viceversa le componenti con segno pari determinano una forza che rimane 

del medesimo segno qualunque siano gli spostamenti del sistema. 

Inoltre, solo nel caso in cui ci si trovi di fronte ad una restoring force, è presumibile che gli 

spostamenti del sistema nell’intorno della posizione di equilibrio siano delle vere e proprie 

oscillazioni: sicuramente non armoniche (un seno o un coseno non soddisferebbero 

l’equazione differenziale), ma comunque di tipo periodico attorno alla posizione di 

equilibrio (si ricordi che il sistema non è smorzato). Il moto quindi risulterà complesso ma, 

come insegna l’analisi armonica, sarà comunque composto da un moto armonico ad una 
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frequenza di base, dipendente dall’ampiezza delle vibrazioni e dal sistema, e da una serie di 

armoniche. 

E’ possibile inoltre sviluppare ulteriori considerazioni sull’equazione di moto. Si può infatti 

facilmente dimostrare che: 
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Andando a sostituire nell’equazione di moto, si ottiene: 
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Per capire meglio il significato della precedente equazione, con facili passaggi è possibile 

ottenere la seguente espressione: 

( ) dxxfxmd )(
2
1 2 −=& ; 
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⎜
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E’ chiaro dunque che la presente equazione altro non è che il bilancio energetico del 

sistema, perfettamente in equilibrio in assenza di fenomeni dissipativi, in cui ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2

2
1 xm &  

rappresenta la variazione dell’energia cinetica del sistema e dxxf )(  il lavoro delle forze non 

lineari, ma conservative. 

Riprendendo con i calcoli utili alla risoluzione dell’equazione differenziale, con una 

integrazione è possibile trovare una equazione utilizzabile almeno per la determinazione del 

periodo dell’oscillazione del sistema. Calcolando l’integrale indefinito di entrambi i membri 

della precedente equazione si ha: 

( ) cdxxf
m

x +−= ∫
22& ; 
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( ) cdxxf
m

x
dt
dx

+−== ∫
2

& . 

Nelle ipotesi precedentemente fatte (forza di richiamo, simmetrica rispetto all’origine) si ha 

che quando il sistema raggiunge il massimo spostamento xm (peraltro non ancora noto) la 

velocità sarà nulla. Sfruttando tale osservazione è possibile calcolare il valore della costante 

c. Alternativamente, ed è anzi consigliabile, è possibile sviluppare l’integrale definito 

imponendo come estremi di integrazione l’istante generico e quello in cui si raggiunge la 

massima oscillazione (x=xm e velocità nulla). In tale modo si ottiene: 
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A questo punto, separando le variabili, si può integrare nuovamente la precedente relazione 

ottenendo la seguente relazione, valida dall’istante iniziale all’istante in cui il sistema 

raggiunge la massima oscillazione: 

∫
=

mx
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duuf
m

dxdt

)(2
. 

Nell’ipotesi che all’istante iniziale il sistema si trovi nella posizione di equilibrio (x(t)=0 per 

t=0, ma ovviamente con una velocità iniziale non nulla), si ottiene: 
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la cui integrazione porta alla seguente equazione: 
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Tale equazione è dunque valida per 0<x<xm, ovvero per un qualsiasi istante compreso nel 

quarto di periodo tra l’istante iniziale (t=0 con x(t)=0) e quello in cui il sistema raggiunge la 

massima elongazione (x(t)=xm). Tuttavia, poiché si è ipotizzato che il sistema sia 

simmetrico, è legittimo supporre che tutti i quarti dell’oscillazione abbiano la stessa durata. 

In tale ipotesi il periodo della oscillazione è esprimibile tramite la seguente relazione: 

∫
∫

=
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u

duuf
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duT
0

'

)(2

'4 . 

Individuato il periodo delle oscillazioni del sistema, rimane ancora da trovare l’ampiezza 

massima degli spostamenti (xm è infatti presente nell’equazione del periodo, ma il suo valore 

numerico è ancora incognito – il periodo è quindi funzione dell’ampiezza!). L’ampiezza 

potrebbe essere determinata tramite la conoscenza del valore della velocità in un istante 

qualsiasi. In particolare, ipotizzando di conoscere il valore della velocità all’istante iniziale, 

l’equazione di conservazione dell’energia permette di calcolare facilmente il valore 

desiderato: 

( ) ∫=
mx

dxxf
m

x
0

2
0 )(2
& . 

La relazione che lega la velocità iniziale all’ampiezza degli spostamenti si determina infatti 

sviluppando il precedente integrale definito, relazione che in pratica rappresenta 

l’uguaglianza tra l’energia cinetica iniziale del sistema e il lavoro compiuto in un quarto del 

periodo. 

Purtroppo generalmente la relazione che lega xm alla velocità iniziale è in forma implicita e 

non esiste un metodo generale né per il calcolo dell’integrale né per esplicitare xm. 

7.3.1. Esempio 

Si faccia riferimento ad un sistema che presenta una molla non lineare la cui caratteristica 

sia composta da una parte lineare e da una non lineare costituita da un termine cubico: 

( ) ( )2313
1 1 xkxx

k
k

xkxkkxxfel μ+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+= . 

Sviluppando senza troppe difficoltà i semplici passaggi dettati dalle linee guida 

precedentemente esposte, è possibile ricavare la relazione che permette di calcolare 

l’ampiezza massima delle oscillazioni xm. Questo costituisce infatti uno dei rarissimi casi in 
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cui è possibile individuare una soluzione in forma chiusa (anche se solo limitatamente 

all’ampiezza massima delle oscillazioni, non certo alla x(t) completa). 

Sviluppando i passaggi si ha: 
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Come è facile dimostrare, che al variare di k (positivo o negativo) e di μ (positivo o 

negativo) le soluzioni possono sempre esistere, esistere condizionatamente, oppure essere 

anche multiple (doppie). In particolare, se k>0 e μ<0, allora si ha che la precedente diventa: 
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Ovviamente in alcuni casi la soluzione può non sussistere, ovvero quando: 
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quindi non si avrà moto periodico se il valore della velocità iniziale 0x&  supera tale limite. Se 

algebricamente si verifica quindi che per velocità iniziali troppo alte il radicando assume 

valore minore di zero; fisicamente lo stesso fenomeno si spiega osservando che se la 

velocità iniziale è troppo grande (elevata energia cinetica), il sistema supera la xm limite e 

dopo di ciò si allontana definitivamente dalla posizione di equilibrio di partenza. 

Ci si potrebbe limitare ad asserire inoltre che per motivi energetici soltanto la soluzione con 

il – soddisfa il problema. Tuttavia, per meglio chiarire anche il punto di vista “pratico”, 

basta osservare che per μ<0 la forza elastica si azzera quando gli spostamenti raggiungono 

un certo limite: in queste condizioni in pratica la molla si rompe. Ciò succede quando: 
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Dalla precedente relazione si vede come x non potrà mai essere maggiore del valore di 

μ
1 , a meno di non determinare la rottura fisica della molla. 

Si potrebbe obiettare che nel caso non si trattasse di una molla “fisica”, ma semplicemente 

di un altro tipo di forzante fisica che, a seguito dello sviluppo in serie di Taylor (arrestato al 

II termine) nei dintorni dell’origine abbia dato origine ad una forza con la precedente 

espressione, allora parlare di “rottura” potrebbe essere improprio. Tuttavia in questo caso si 

può ancora osservare che, per spostamenti superiori al suddetto limite, il sistema si 

comporterebbe come se ci fosse una molla con costante elastica negativa: ciò indurrebbe il 

sistema ad allontanarsi sempre di più dalla posizione di equilibrio (x=0) e quindi 

impedirebbe l’instaurarsi di moti di tipo oscillatorio. 

Osservando quindi che con il segno + nell’equazione risolutiva di xm implicherebbe 

allungamenti superiore al suddetto limite, la soluzione che rimane accettabile è quindi: 

( )

μ

μ 2
0211 x

k
m

xm

&−−
= . 

Dal punto di vista algebrico è comunque possibile trovare altre soluzioni per l’equazione 

differenziale, anche per valori di x superiori al suddetto valore limite. In tale caso tuttavia 

deve essere ben analizzato anche il senso fisico dell’operazione, e la x(t) che ne consegue (si 

ricordi che l’identificazione di xm non è solo che il primo passo per trovare la x(t)). Si fa 

infine notare che il metodo, e le formulazioni attraverso cui si è pervenuti alla xm, sono state 

sviluppate nell’ipotesi di moti di tipo periodico: ovviamente se il moto risultante (la vera 

soluzione dell’equazione) non è periodico, esse forniscono risultati non corretti. 

Di seguito si riportano una serie di grafici che permettono di analizzare più 

approfonditamente alcuni aspetti del comportamento di questo particolare tipo di sistema 

non lineare: 

• Nella figura seguente sono riportati i diagrammi della caratteristica meccanica 

(forza/spostamento) della molla non lineare al variare del parametro μxm
2: se il valore 

di tale parametro è positivo (μ>0) si ha che la rigidezza della molla aumenta con la 
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deformazione (hardening), se è negativo (μ<0) si ha che la rigidezza diminuisce con 

la deformazione (softening)10, se è pari a zero (μ=0) la molla è lineare. 

 
• Attraverso le formule ricavate in precedenza, è stato diagrammato come segue 

l’andamento del periodo e della lunghezza d’onda (grandezze tra loro reciproche) 

rapportati ai corrispondenti valori del sistema perfettamente lineare in funzione del 

parametro di non linearità del sistema. Si può vedere come le maggiori differenze 

rispetto al caso del sistema lineare si riscontrino per le molle di tipo softening e come 

tali differenze aumentino all’aumentare, in valore assoluto, del parametro di non 

linearità. 

                                              
10 Una molla di tale tipo è una molla che si ammorbidisce con la deformazione: più si deforma e meno è in grado di 
opporre resistenza allo spostamento del sistema dalla posizione di equilibrio (ad esempio in condizioni di snervamento 
del materiale). Diminuendo la rigidezza, diminuisce anche la capacità di accumulare energia sotto forma di energia 
potenziale di deformazione. Maggiore sarà il valore del parametro di non linearità, minore sarà l’energia potenziale 
accumulabile dalla molla. Quando, a seguito di una deformazione eccessiva, la rigidezza raggiunge il valore nullo, 
generalmente si ha che la molla si è rotta. Nel caso di sistemi softening non ha alcun senso fisico studiare equazioni che 
comportino deformazioni superiori a quella di rottura della molla. 
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ω/ω nΤ/Τ0 

 
• Di seguito sono state diagrammate le leggi di moto del sistema per alcuni valori del 

parametro di non linearità: si può notare come siano poco marcate le differenze fra il 

caso lineare e non lineare. Tuttavia, come in precedenza, è da sottolineare come tali 

differenze siano più marcate per le molle softening, e come esse aumentino 

all’aumentare, in valore assoluto, del parametro di non linearità. 

 
Concludendo si può dire che il moto di questo particolare sistema non lineare non è 

armonico ma periodico, il cui periodo T può essere individuato sviluppando le equazioni 

precedentemente identificate. Poiché quindi il moto è periodico, potrà essere scomposto in 

una serie in cui infinite armoniche (dispari) si sovrappongono alla fondamentale (portante): 
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7.4. Tecniche di approssimazione 

Poiché, lo si è ampiamente detto, è rarissimo ottenere una soluzione in forma chiusa anche 

delle più semplici equazioni non lineari, la ricerca di soluzioni approssimate costituirà un 

prezioso strumento per l’analisi preliminare di tali sistemi, analisi che sarà completata 

tramite lo studio numerico del loro comportamento dinamico. Nel seguito si procederà ad 

illustrare brevemente due tra le tecniche più comunemente utilizzate per trovare la legge di 

moto approssimata. 

7.4.1. Tecnica del bilanciamento delle armoniche 

Per evitare i problemi dovuti alla difficile (se non impossibile) integrazione delle precedenti 

relazioni, normalmente ci si limita a ricercare delle espressioni approssimate, che legano la 

frequenza e l’ampiezza delle oscillazioni del sistema, che sostanzialmente si basano 

sull’utilizzo di una espressione della equazione di moto in cui compaiono solo i primi 

termini della serie di Taylor (ovvero quelli corrispondenti alla fondamentale e alle prime 

armoniche). 

La tecnica del bilanciamento delle armoniche consiste nell’introdurre nell’equazione di 

moto una soluzione di tipo semplice (di solito armonica o somma di più termini armonici 

con periodi multipli tra loro). L’approssimazione consiste quindi nella volontà di 

individuare solo un numero limitato di termini (i primi) della serie di Fourier in cui la vera 

soluzione è sviluppabile. Ovviamente da ciò deriva il fatto che le equazioni che si otterranno 

tramite tale tecnica non potranno essere tutte soddisfatte: comunque forniranno utili 

indicazioni per relazionare (in via approssimata) ampiezze e pulsazioni delle varie 

componenti armoniche considerate. 

Per chiarire al meglio questa tecnica si ritiene utile passare subito ad un esempio. 

Esempio: 

Sempre considerando il caso del sistema non lineare libero e non smorzato analizzato in 

precedenza (componente non lineare di tipo cubico), e di cui si è trovata una parziale 

soluzione in forma chiusa, si applicherà ora la tecnica del bilanciamento delle armoniche 

nella sua forma più semplice. Si cercherà quindi una soluzione approssimata alla sola 

pulsazione fondamentale (primo termine della serie di Fourier). Si fa quindi l’ipotesi che la 

soluzione sia del tipo: 

( )txx m ωsin= ; 
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funzione armonica di cui non si conoscono né l’ampiezza xm, né la pulsazione ω. 

Derivando due volte tale ipotetica soluzione e andando a sostituire nell’equazione di moto si 

ottiene la seguente relazione: 

( ) ( ) ( ) 0sinsin 332 =++− tkxtxkm mm ωμωω . 

Ovviamente se quella che si è inserita fosse la vera soluzione, la precedente relazione si 

trasformerebbe in una identità. Inserendo il valore della pulsazione naturale del sistema 

linearizzato (
m
k

n =ω ) e sfruttando alcune note identità trigonometriche, dalla precedente 

relazione si ottiene la seguente equazione: 
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Per soddisfare quest’ultima equazione per qualsiasi t (e quindi per verificare che 

( )txx m ωsin=  sia la vera soluzione), i coefficienti delle funzioni seno con argomento ωt e 

3ωt dovrebbero annullarsi contemporaneamente. Dovrebbe quindi risultare verificato il 

seguente sistema algebrico nelle due incognite xm e ω: 
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E’ tuttavia evidente che la seconda equazione non può essere verificata se non da 

spostamenti di ampiezza nulla (xm=0). Ciò nonostante dalla prima equazione è possibile 

ricavare una relazione (ovviamente valida solo approssimativamente) che mette in relazione 

la frequenza e l’ampiezza degli spostamenti. Tale relazione, di seguito riportata, è 

ovviamente valida solo per la prima armonica della soluzione “vera”: 

2

4
31 m

n

xμ
ω
ω

+= . 

Nella figura successiva vengono confrontate in via grafica la soluzione esatta e quella 

approssimata: è possibile verificare quanto limitati siano gli errori nel caso delle molle di 



 112

tipo hardening, e quanto anche per le molle di tipo softening questi siano rilevanti solo per 

elevati valori del parametro di non linearità. 

  

ω/ωn 

 
Per ottenere una migliore approssimazione della relazione che lega la pulsazione e 

l’ampiezza della fondamentale, e per avere anche una prima stima sulla caratteristiche della 

prima armonica, si può ripetere la stessa procedura ipotizzando una soluzione composta dai 

seguenti due termini: 

( ) ( )tatax ωω 3sinsin 31 += . 

E’ facile immaginare come, a seguito della derivazione di tale relazione ed al successivo 

inserimento dei vari termini nell’equazione di moto, si preverrà ad una equazione assai più 

complessa di quella ottenuta in precedenza. Affinché la quest’ultima possa costituire una 

identità, sarà poi necessario che venga verificato un sistema di tre equazioni nelle tre 

incognite a1, a2 e ω. Ovviamente solo alcune (due) delle equazioni che lo compongono 

potranno essere verificate contemporaneamente dando origine a spostamenti non nulli. 

Proprio tramite tali equazioni sarà possibile individuare le relazioni (purtroppo di solito in 

forma implicita) che legano tra loro le tre incognite del sistema. 

7.4.2. Metodo di Ritz 

Il metodo di Ritz o della media consiste nel sostituire le funzioni (le forze) non lineari con 

funzioni lineari “equivalenti” che, in un intervallo di tempo pari ad un multiplo intero del 
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periodo delle oscillazioni del sistema, compiano lo stesso lavoro delle funzioni (delle 

forzanti) originali (non lineari). Nel caso in esame, poiché si farà riferimento ad un sistema 

conservativo, tale lavoro sarà dunque pari a zero. 

Poiché si è già dimostrato che gli spostamenti effettivi del sistema saranno di tipo periodico, 

allora essi possano essere descritti tramite una combinazione lineare di funzioni arbitrarie 

(ad esempio sfruttando la serie di Fourier). 

In tale ipotesi la soluzione sarà esprimibile come segue: 
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=

=
n

i
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φ ; 

in cui i termini ai sono delle costanti (degli scalari) e i termini φi(t) sono funzioni arbitrarie e 

tra loro indipendenti del tempo t (che quindi costituiscono una base ortogonale delle 

funzioni). 

Moltiplicando l’equazione di moto per gli spostamenti virtuali ∂x del sistema, si ottiene 

un’equazione che sostanzialmente esprime il principio di conservazione dell’energia: il 

lavoro delle forze inerziali (la variazione dell’energia cinetica) è pari in modulo (ma di 

segno opposto) al lavoro infinitesimo delle forze non lineari: 

( ) 0)( =∂+ xxfxm && . 

Tale relazione dovrà risultare identicamente verificata se integrata su un periodo (o su suoi 

multipli interi) e qualunque sia la base ortogonale di funzioni φi(t) scelta per esprimere la 

soluzione esatta del sistema. 

Avendo supposto che la soluzione sia x(t) sia esprimibile in funzione della base ortogonale 

φi(t) tramite coefficienti ai, anche gli spostamenti virtuali potranno essere espressi in 

funzione della medesima base. Naturalmente i coefficienti saranno diversi da quelli relativi 

alla soluzione completa e verranno quindi indicati come ∂ai. In tali ipotesi si ottiene: 
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Ovviamente dall’ipotesi di troncare ad un numero finito n di termini le serie di Fourier per 

ottenere una approssimazione della soluzione reale (e degli spostamenti virtuali), e per 
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l’arbitrarietà degli spostamenti virtuali (i termini ∂ai), la precedente equazione si trasforma 

in un sistema di n equazioni in n incognite (le ai della serie della soluzione x(t)). Tale 

sistema algebrico è tuttavia generalmente altamente non lineare, e quindi per la sua 

risoluzione sono richieste tecniche numeriche. 

Per consentire una corretta interpretazione del metodo, e per effettuare il confronto dei 

risultati con quelli già ottenuti con il metodo di bilanciamento delle armoniche e con la 

soluzione in forma chiusa, tale tecnica verrà di seguito applicata allo stesso sistema 

analizzato in precedenza. 

Esempio: 

Avendo già dimostrato che la soluzione generale è di tipo periodico, le funzioni armoniche 

costituiscono quindi una valida base ortogonale per esprimerla correttamente e 

completamente. Poiché poi l’obiettivo è quello di ricercare una soluzione approssimata, 

limitatamente alla sola componente fondamentale della soluzione, ci si riduce a considerare 

il solo primo termine delle serie (i=1). In tale ipotesi si avrà quindi una sola funzione nel 

tempo ( ) ( )tt ωφ sin1 =  e un solo coefficiente incognito mxa =1 . Si ottiene quindi che: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsinsin0
0

332
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⎤
⎢
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⎡
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⎠
⎞
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⎠
⎞

⎜
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m
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m
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m
xfx

T

mm

T

i ωωμωωφ&& . 

Ricordando che: 

( )
ω
πω =∫ dtt

T

0

2sin ; 

( )
ω
πω

4
3sin

0

4 =∫ dtt
T

; 

e introducendo nell’equazione la frequenza naturale del sistema linearizzato (
m
k

n =ω ), la 

precedente equazione diventa: 

0
4
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ω
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Come è facile osservare, il risultato ottenuto con la tecnica di Ritz coincide perfettamente 

con quello ottenuto tramite la tecnica di bilanciamento delle armoniche. 
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Nel caso in cui si voglia ottenere un’approssimazione migliore della fondamentale e 

un’indicazione anche sulla prima armonica, si dovrebbe esprimere la soluzione tramite due 

funzioni arbitrarie: 

( ) ( )tt ωφ sin1 = ; 

( ) ( )tt ωφ 3sin3 = ; 

( ) ( ) ( )tatatatx i
i

i ωωφ 3sinsin)( 31

2

1
+== ∑

=

; 

e procedere analogamente a quanto fatto in precedenza. 

7.5. Variabili di stato 

Come già accennato è possibile descrivere il comportamento dei sistemi non lineari tramite 

le variabili di stato. Effettuando infatti il cambiamento di variabile xv &= , l’equazione di 

moto per un sistema libero e non smorzato si trasforma nel seguente sistema: 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

vx

xf
m

v

&

&
1

. 

Dal precedente sistema, eliminando la variabile tempo da entrambe le relazioni ed 

integrando l’equazione così ottenuta, si può ottenere la soluzione (la traiettoria) del sistema 

in forma implicita (in cui non compare esplicitamente la variabile indipendente, ovvero il 

tempo). La relazione che lega quindi le due variabili di stato x e v si ottiene come segue: 

( ) ( ) ( ) ( ) Cdxxf
m

vdxxf
m

vdv
mv

xf
dx
dv

v
dt
dxx

xf
mdt

dvv
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Volendo studiare il comportamento del solito sistema caratterizzato dalla ( )xf  non lineare 

di tipo cubico, tramite tale tecnica si ottiene: 

( ) ( )21 xkxxf μ+=  ⇒ Cxx
m
kv =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ 222

2
1 μ ; 

in cui C è una costante da individuare sulla base delle condizioni iniziali. 

La precedente relazione descrive completamente il comportamento dinamico del sistema e 

potrebbe direttamente essere diagrammata sul piano delle variabili di stato (x,v). Tuttavia, 

specialmente in passato, era d’uso costruire dei diagrammi adimensionali effettuando 



 116

opportuni cambi di variabile: definendo infatti con k
mvv μ=*  la velocità 

adimensionalizzata e con μxx =*  la coordinata adimensionalizzata, si ottengono 

diagrammi che descrivono il comportamento dinamico del sistema, sia per molle di tipo 

hardening che softening. 

 

A B 

Nella precedente figura sono rappresentati graficamente i differenti comportamenti liberi del 

sistema non lineare nei due casi in cui la molla è di tipo hardering (figura a), a sinistra) e di 

tipo softering (figura a), a destra), entrambi relativi al caso in cui la parte lineare della molla 

non lineare sia caratterizzata da una rigidezza positiva (k>0). 

Dal grafico a sinistra (relativo ad un sistema di tipo hardening) è possibile vedere che 

l’origine è l’unica posizione di equilibrio del sistema, tra l’altro evidentemente stabile. E’ 

opportuno osservare che nel caso lineare le linee disegnate al variare della costante C, 

ovvero della quantità di energia cinetica iniziale, assumono la forma di cerchi perfetti. Nel 

caso non lineare le traiettorie sono generalmente delle ellissi, ma è evidente come al 

diminuire dell’energia cinetica iniziale queste tendano a confondersi con una circonferenza 

perfetta. 

Il grafico a destra (relativo ad un sistema di tipo softening) mostra invece come per tale 

sistema esistano ben tre distinte posizioni di equilibrio: l’origine, che è una posizione di 

equilibrio stabile, e i due punti A e B, in cui l’equilibrio è evidentemente instabile. Dalla 

medesima figura è possibile osservare anche come il comportamento del sistema sia simile a 

quello di uno di tipo hardening se ci si limita ad una zona in prossimità della posizione di 

equilibrio, ovvero se le condizioni iniziali del sistema indicano una limitata quantità di 
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energia (cinetica e di deformazione) inizialmente presente nel sistema. Viceversa se le 

condizioni iniziali indicano un elevato contenuto iniziale di energia cinetica e/o potenziale, 

il moto sarà completamente diverso: il sistema evolverà allontanandosi progressivamente 

dalle varie posizioni di equilibrio, non dando quindi origine a moti di tipo oscillatorio. 

Nella seguente figura sono invece rappresentati i grafici relativi al comportamento libero del 

sistema nel caso in cui la molla è di tipo hardering (figura a), a sinistra) e di tipo softering 

(figura a), a destra), ma in cui la parte lineare della molla (non lineare) è caratterizzata da 

una rigidezza negativa (k<0), condizione frequente quando si ha a che fare con campi 

magnetici (ad es. nei cuscini magnetici a magneti permanenti). 

 
In tali grafici sono ancora una volta riportati gli andamenti delle variabili di stato (in effetti 

della velocità e dello spostamento adimensionalizzati) sia dei sistemi hardening che di 

quelli softening. Da tali figure si può osservare come nel caso di una molla hardening si 

abbiano ben tre posizioni di equilibrio: una instabile nell’origine e due stabili per x*±1. Nel 

caso di molle di tipo softening si ha invece una sola posizione di equilibrio, peraltro di tipo 

instabile: per un tale tipo di sistema non sarà quindi mai possibile che si inneschino moti 

oscillatori, come invece si può verificare in tutti gli altri casi. 

7.6. Sistemi non lineari conservativi: moto forzato 

L’equazione di moto di un sistema non lineare, non smorzato e sottoposto a una forzante 

tempovariante, assume la seguente forma: 

( ) ( )tFxfkxxm =++ '&& ; 
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equazione a cui si perviene facilmente dall’equazione di equilibro dinamico e separando la 

parte lineare da quella più propriamente non lineare della caratteristica della “molla”. 

Per la risoluzione di tale equazione si può far ricorso alla tecnica di Ritz (ma si potrebbe 

anche utilizzare la tecnica del bilanciamento delle armoniche). Tramite l’applicazione di tale 

tecnica si ottiene facilmente la seguente relazione: 

( ) ( ) ( ) 01'1

0

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −++∫ dtttF

m
xf

m
x

m
kx i

T

φ&& . 

A questo punto occorre fare alcune ipotesi di buon senso, sempre con l’obiettivo di ottenere 

delle informazioni (pur approssimate) sulla sola componente fondamentale delle oscillazioni 

forzate: se la forza esterna applicata è di tipo armonico con pulsazione ω, sarà ragionevole 

ipotizzare che la pulsazione della fondamentale sia anch’essa ω, e sapendo che il sistema 

non è smorzato, verosimilmente non vi saranno sfasamenti fra la forzante e gli spostamenti. 

Tali osservazioni si traducono nelle seguenti ipotesi sulla soluzione (approssimata) 

dell’equazione differenziale: 

• Ipotesi sul tipo degli spostamenti ( )txx m ωsin= ; 

• funzione arbitraria (solo una, la prima) ( )tωφ sin1 = ; 

• forzante esterna ( )tftF ωsin)( 0= . 

L’equazione ottenibile con la tecnica di Ritz diventa allora: 
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da cui, ponendo τ =ωt e integrando, si ottiene: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0sin1sin'1sinsin
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0sin1sin'1sinsin
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0)(sin1sin'1sinsin12

0

2
0

22222 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −++−∫ tdtf

k
txf

k
txtx nnmnm ωωωωωωωω

ω

π

. 

Ricordando infine che: 

( ) πττ
π

=∫ )(sin
2

0

2 d ; 

si ottiene: 
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( ) ( )[ ] 0)(sin'1 2
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( ) ( ) 0sin'11
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Dalla precedente relazione è possibile ricavare il valore degli spostamenti in funzione della 

frequenza (xm=xm(ω)) o il valore della frequenza in funzione degli spostamenti (ω= ω(xm)). 

( ) ( )∫+−=
π

ττ
πω

ω 2

0

0 sin'11 dxf
xkkx

f

mmn

. 

Esempio 

Come applicazione si farà riferimento al solito sistema caratterizzato dalla molla non lineare 

con caratteristica cubica: l’applicazione dell’equazione di equilibrio dinamico a tale sistema 

da origine alla cosiddetta equazione di Duffing per sistemi non smorzati: 

( ) ( )tfxkxxm ωμ sin1 0
2 =++&& . 

Tale equazione è caratterizzata da una non linearità relativamente semplice ( ( ) 3' xkxf μ= ), 

come pure da una forzante estremamente semplice (di tipo armonico). Sviluppando la 

precedente formulazione, la soluzione approssimata alla sola componente fondamentale 

risulta essere: 
2
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Il termine 
k

f0μ
 rappresenta il fattore di non linearità (quando si annulla si ricade nel 

problema lineare), mentre il termine 
0f

kxm  viene indicato come il fattore di amplificazione 

dinamico, ovvero il fattore che quantifica l’amplificazione della forza elastica rispetto alla 

forzante applicata (f0) a causa degli effetti dinamici (in condizioni statiche il rapporto 

assume ovviamente valore unitario). 

Di seguito è riportata una coppia di grafici, il primo (a sinistra) è relativo a una molla 

hardening mentre il secondo (a destra) ad una softening, che riportano l’andamento 

dell’ampiezza delle oscillazioni in funzione della frequenza della forzante armonica 

ottenibile attraverso la precedente formula. In tali diagrammi si possono rilevare tre zone: 
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• alle basse frequenze il comportamento del sistema è dominato dalla molla non lineare 

e il fattore di amplificazione dinamica dipende dalla ampiezza della forza (la fase è 

zero); 

• alle alte frequenze il comportamento è dominato dall’inerzia, quindi il sistema si 

comporta quasi come un sistema lineare (la fase è 180°); 

• per le frequenze “intermedie” si osserva come l’asintoto verticale, caratteristico dei 

sistemi lineari non smorzati, si inclina e si incurva in avanti od all’indietro, a seconda 

delle caratteristiche del sistema. 
 

ω/ω n ω/ω n  
Quello che si può ancora notare è che non vi è più la proporzionalità tra forza e 

spostamento: quelle che per un sistema lineare si chiamerebbero le FRFs (Funzioni di 

Risposta in Frequenza) cambiano infatti forma a seconda dell’ampiezza della forza 

applicata. Inoltre si verifica che, fissata la pulsazione ω ed anche il modulo f0 della forza 

applicata, per i sistemi non lineari non vi è più l’unicità della soluzione. 

I seguenti due grafici (sempre relativi ad una molla hardening ed una softening, ma ottenuti 

a seguito di una ben definita ampiezza f0 della forza applicata) mostrano invece il 

“fenomeno del salto”. Come è già stato osservato, per molti valori di ω  si ha che il sistema 

ammette più soluzioni, ovvero più condizioni di equilibrio dinamico. Quando la soluzione 

non è unica (solitamente allora sono tre) una o più soluzioni risultano instabili: in particolare 

quella intermedia lo è quasi sempre. 
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ω/ω n ω/ω n  
La presenza di tali soluzioni multiple si spiega con il fatto che la vera soluzione va ricercata 

non soltanto sulla base della ampiezza e della pulsazione attuale della forzante applicata, ma 

anche sulla base della “storia” del sistema. Se ad esempio si immagina che il sistema, prima 

di arrivare alla condizione di carico caratterizzata da f0 e ω, sia partito da condizioni statiche 

(pulsazione nulla) per poi aumentare gradualmente la pulsazione fino al valore finale, allora 

il sistema evolve partendo dal punto A, mantenendosi sul tratto superiore del diagramma. 

L’evoluzione del sistema si mantiene in tale tratto finché non si raggiunge il punto B per il 

quale il contenuto energetico del sistema raggiunge una condizione “limite”. Continuando a 

percorrere lo stesso tratto della curva si entra in una zona di comportamento instabile del 

sistema: succede quindi che il sistema evolve repentinamente fino a portarsi nella 

condizione C (effettuando il cosiddetto “salto”). All’aumentare ancora della pulsazione della 

forzante, il sistema evolve verso la condizione D.  

Se viceversa nelle condizioni di partenza il sistema era sollecitato da una forzante ad alta 

frequenza, al diminuire della pulsazione il sistema evolve dalla condizione D alla E, anche 

qui si trova in condizioni limite ed effettua quindi un “salto” fino alla condizione F. Se la 

pulsazione della forzante diminuisce ancora, il sistema prosegue su tale ramo fino ad 

arrivare alla condizione A (condizione statica). 

Per calcolare il valore e pulsazioni corrispondenti ai punti “limite” (punto E per i sistemi 

hardening e punto B per quelli di tipo softening) si può utilizzare la seguente relazione in 

cui il segno + si utilizza per molle con comportamento hardening, il segno – per molle con 

comportamento softening. 
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7.7. Sistemi non lineari smorzati: moto libero 

Si consideri un sistema non lineare smorzato che oscilla intorno ad una sua condizione di 

equilibrio: la presenza di smorzamento, ovvero la presenza di fenomeni dissipativi, implica 

la dipendenza della caratteristica non lineare della “molla” anche dalla velocità. 

L’equazione di moto più semplice per tale sistema sarà allora: 

0),( =+ xxfxm &&& . 

Affinché il comportamento di tale sistema sia effettivamente smorzato, la derivata parziale 

della caratteristica della molla rispetto alla velocità calcolata in corrispondenza della 

posizione di equilibrio dovrà essere positiva, altrimenti il sistema avrebbe un 

comportamento autoeccitato. In sostanza dovrà essere che: 

0
0

0

>
∂
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=
=

x
xxx

f

&
&

. 

Risulterà molto conveniente, nei casi in cui sia possibile, suddividere la dipendenza di 
.
),( xxf  dalla posizione e dalla velocità. Quando ciò si verifica, l’equazione diventa: 

( ) ( ) 0=++ xfxxm &&& β . 

In ogni caso comunque valgono ancora le seguenti relazioni: 

( )
dx
xdx

2

2
1 &

&& = ; 

( )xxf
dx

xdxm &
&

& ,−= ; 

l’ultima delle quali è stata ottenuta quando si è analizzata la risoluzione dell’equazione di 

moto tramite la tecnica delle variabili di stato. 

Contrariamente a quanto avveniva nel caso di assenza di smorzamento (dove la 

caratteristica non lineare della molla dipendeva solo dalla posizione), con lo smorzamento 

non è più possibile integrare direttamente le precedenti equazioni. Rimane quindi 

percorribile la sola strada dei metodi approssimati. Tuttavia è opportuno anche sottolineare 

come la tecnica di Ritz non sia utilizzabile in quanto nel caso di un sistema libero, ma 
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smorzato, non è più realistico ipotizzare per il sistema dei moti periodici. E’ quindi 

necessario sfruttare delle tecniche alternative. 

Per meglio comprendere come si possa risolvere un problema di tale tipo, si riporta a 

seguito un esempio piuttosto significativo. 

Esempio: 

Consideriamo un sistema SDOF in cui la parte non lineare, dipendente dalla sola velocità, 

sia costituita dal solo attrito Colombiano. Quest’ultimo evidentemente può essere 

caratterizzato dalla seguente espressione: 

( ) ( )xsignF
x
xFx &
&

&
& ⋅==β . 

In tale ipotesi l’equazione di moto diventa: 

( ) ( ) 0=++ xfxFsignxm &&& . 

Sostituendo l’accelerazione con la sua formulazione alternativa precedentemente richiamata, 

con facili passaggi si ottiene la seguente relazione: 

( ) ( ) ( )
m

xfxsignF
dx
xd −⋅−

=
&& 2

2
1 . 

Integrando la precedente si ottiene infine: 

( ) ( )[ ] ( )[ ]∫∫ +−=+−−= 11
2 22 CdxFxf

m
CdxxFsignxf

m
x m&& . 

A questo punto, a causa della presenza del doppio segno, non si può più procedere alla 

completa integrazione dell’intera equazione. In effetti si può integrare, e nel caso la f(x) sia 

semplice non vi sarebbero neppure particolari problemi, ma l’integrazione va interrotta ogni 

volta si verifica una variazione del segno della velocità. Quando ciò accade è necessario 

cambiare il segno della F nella formula, e ripartire con l’integrazione introducendo le 

condizioni iniziali ottenute alla fine del passaggio precedente. Per ogni step di integrazione 

si ottiene così la seguente soluzione, in cui va inserito il segno giusto in funzione del segno 

della velocità del sistema: 

( )[ ]
2
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C
CdxFxf

dumt +
+−

±= ∫
∫ m

. 

Se si studia il caso particolare (il più semplice, in effetti) in cui ( ) kxxf = , ovvero il sistema 

è lineare nella sue dipendenza dagli spostamenti, si ottiene quindi la seguente relazione: 
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La costante C1 si determina imponendo la condizione iniziale che al tempo t=0 il sistema ha 

velocità nulla: 
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L’equazione precedente risulta quindi: 
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Dalle precedenti si può osservare che il moto sussiste solo nel caso in cui Fkx >0 , 

altrimenti l’attrito (statico) non permette movimenti11. Integrando si ottiene: 
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avendo sostituito la costante C2 con l’altrettanto costante arbitraria φ (ovviamente da 

determinare con le condizioni iniziali): 

m
kC2−=φ . 

Con alcuni semplici passaggi si dimostra che la precedente si può esprimere come segue: 

                                              
11 Il radicando della precedente relazione deve infatti risultare sempre positivo. In altra forma questo è così esprimibile: 
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Nell’ipotesi 0)( 0 >= xtx  e 0)( =tx&  per t=0, negli istanti successivi del moto si avrà anche che: 
( xxtx Δ−= 0)(  con 0>Δx  (e Dx arbitrario, ma sufficientemente piccolo) e anche 0)( <tx& . 
In tali ipotesi il segno giusto per la F è quello negativo e risulta anche 0)( 0 <− xx . Affinché il radicando sia positivo 
dovrà quindi essere che: 
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= φt

m
kFkxFkx sin0 mm ; 

( ) Ft
m
kFkxkx ±⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= φsin0 m ; 

k
Ft

m
k

k
Fxx ±⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= φsin0 m . 

Nell’ipotesi di limitare l’analisi alla sola prima metà dell’oscillazione (per la metà del 

periodo k
mt π<<0 ), è necessario utilizzare il segno superiore e la costante arbitraria si 

può determinare analizzando le condizioni iniziali: 

• x(t)=x0 per t=0; 

• 0(t)x =&  per t=0; 

• ipotizzando che x0>0, si avrà che x diminuisce all’aumentare di t. 

Analizzando le precedenti è verosimile supporre che la fase delle oscillazioni sinusoidali 

sarà pari a 
2
πφ =  (ovvero le oscillazioni sono cosinusoidali). 

Come già detto alla fine di tale mezzo periodo la velocità cambia segno, e quindi deve anche 

essere cambiato il segno di F nella equazione risolutiva (va usato quello inferiore). 

L’integrazione procede per il mezzo periodo successivo inserendo come condizioni iniziali 

la posizione (la velocità è sempre nulla) che si determinano alla fine del mezzo periodo 

precedente. Il procedimento va iterato finché non si verifica la condizione che per 0(t)x =& , 

F≥kx: in tali condizioni, a sistema fermo, l’attrito vince sulla forza elastica e quindi il 

sistema rimane nella posizione così raggiunta. 

Dalle precedenti formulazioni ed osservazioni, e come confermato dalla figura successiva, si 

può capire che l’ampiezza delle vibrazioni diminuisce ogni mezzo periodo di una quantità 

pari a k
F2 . 
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Analizzando ulteriormente le precedenti formulazioni è possibile determinare le due rette 

che caratterizzano lo smorzamento delle oscillazioni (le rette che congiungono i massimi 

delle varie oscillazioni): 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−±= t

mk
Fxx

π
2

0 ; 

ed è possibile inoltre determinare il numero di mezzi periodi necessari affinché il moto si 

estingua: 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=
2
1

2
int 0

F
kx

n . 

7.8. Smorzamento equivalente 

Nei casi in cui si può considerare “piccolo” lo smorzamento non lineare, e non sia 

strettamente necessario ricavare la legge di moto “esatta”, è possibile sostituire lo 

smorzamento effettivo (non lineare) con uno lineare viscoso di tipo “equivalente”, in modo 

da linearizzare, e quindi semplificare, il problema. Ovviamente la soluzione non sarà quella 

vera, ma sarà molto prossima ad essa, almeno nei suoi aspetti fondamentali. 

La condizione che deve essere verificata affinché lo smorzamento lineare possa ritenersi 

“equivalente” a quello non lineare è che, ipotizzando che il sistema evolva periodicamente, 

l’energia dissipata in un periodo sia la stessa. Il lavoro (negativo perché dissipativo) 
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compiuto in un ciclo dalla caratteristica non lineare della molla è quindi esprimibile 

attraverso la seguente relazione: 

( ) ( ) dtxxxfdxxxfL
T

&&& ∫∫ −=−=
0

,, . 

Ipotizzando che il sistema evolva con un moto di tipo armonico, ovvero considerando solo 

la pulsazione fondamentale degli spostamenti, si avrà che: 

( )txx m ωsin= . 

In tale ipotesi il lavoro della molla non lineare è esprimibile tramite la seguente relazione. 

( ) ( ) ( )tdtxxfxL m ωω
π

cos,
2

0
∫−= & . 

Il lavoro dissipato nel medesimo ciclo da uno smorzatore viscoso sarebbe semplicemente: 

( ) ( ) πωωωω
π

eqmeqm

T

eq cxtdtcxdtxcL 2
2

0

222

0

cos −=−=−= ∫∫ & . 

Uguagliando le due espressioni del lavoro dissipato, è possibile ricavare il valore della 

costante di smorzamento viscoso equivalente allo smorzamento non lineare del sistema: 

( ) ( ) ( )tdtxxf
x

c
m

eq ωω
πω

π

cos,1 2

0
∫= & . 

Ovviamente la parte della caratteristica dipendente dallo spostamento x non influenza il 

valore dell’integrale: tale parte da origine a forze conservative, il cui lavoro calcolato in un 

ciclo è ovviamente nullo. 

Inoltre nel caso in cui si riuscisse a separare anche algebricamente la dipendenza della 

caratteristica dallo spostamento da quella della velocità, lo smorzamento viscoso 

equivalente potrebbe essere più semplicemente calcolato come a seguito riportato: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tdtx
x

tdtxxf
x

c
mm

eq ωωβ
πω

ωω
πω

ππ

cos1cos,1 2

0

2

0
∫∫ == && . 

7.9. Sistemi non lineari non conservativi: moto forzato 

Questo è un caso abbastanza complesso per il quale non si intende fornire altro che una 

panoramica sui metodi che possono essere applicati per risolverlo, e sulle caratteristiche 

comuni alle soluzioni che normalmente si ottengono. 
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Normalmente l’equazione di moto a regime viene ricavata uguagliando l’energia dissipata 

in un ciclo con quella che viene immessa nel sistema dalla forza esterna (ovviamente si 

parte dall’ipotesi di ricercare spostamenti di tipo periodico). 

A questo punto normalmente, a meno non ci si avvalga della possibilità di utilizzare lo 

smorzamento equivalente, si fa ricorso a tecniche approssimate come quella di Ritz. 

Ovviamente si inizia sempre dall’ipotesi che le oscillazioni siano di tipo armonico e si 

trovano così utili informazioni sul comportamento del sistema, ovvero sul legame 

pulsazione (della fondamentale) e l’ampiezza delle oscillazioni (ovviamente sempre riferite 

alla medesima componente). La differenza rispetto al caso del moto libero è che l’ampiezza 

delle oscillazioni non è più l’unica incognita, ma vi è anche la fase, fattore che in molti casi 

può divenire determinante specie in presenza di fenomeni dissipativi importanti. 

Per avere delle indicazioni sugli andamenti di quelle funzioni che in qualche modo 

sostituiscono le FRFs dei sistemi lineari, di seguito si riportano alcuni grafici 

adimensionalizzati (equivalenti alla ricettanza, sia in ampiezza che in fase) relativi a sistemi 

non lineari smorzati con una molla hardening (prima) e softening (dopo). 

 

ω/ω nω/ω n  
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ω/ω n
ω/ωn 

Nei grafici sono riportati i tratti stabili (linea continua) e quelli instabili (linea tratteggiata) 

della soluzione. La Backbone (costola) è l’equivalente dell’asintoto verticale nella ricettanza 

dei sistemi lineari non smorzati che si verifica in corrispondenza della pulsazione naturale 

ωn. 




